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!
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逻辑学是一门研究思维形式和思维规律的科学!思维形式的结构包括概念"判

断和推理以及它们之间的关系!其中#概念是思维的基本单位$判断是通过概念对事

物是否具有某种属性进行肯定或否定的回答$由一个或者几个判断推出另一个判断

的思维过程就是推理!

使用自然语言研究逻辑非常困难#于是英国数学家布尔运用数学的方法#使用一

套特定的符号系统来表达各种推理的逻辑关系#建立了与古典逻辑完全不同的新逻

辑%%%数理逻辑#也称之为符号逻辑!

数理逻辑又可分为命题逻辑和谓词逻辑#其中命题逻辑是基础!命题逻辑也称

命题演算#它研究以命题为基本单位构成的前提和结论之间的关系!

数理逻辑与数学的其他分支"计算机科学与技术"人工智能"语言学等学科均有

密切联系!我们主要介绍数理逻辑最基本的内容&命题逻辑和谓词逻辑!本章介绍

命题逻辑#谓词逻辑在第
!

章介绍!
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"

本章学习目标

#

掌握命题!命题公式!联结词!等价式!蕴含式!对偶及范式等概念

#

掌握命题的符号化方法

#

掌握基本等价式!基本蕴含式和常用推理规则

#

能应用逻辑推理解决一些实际问题

'
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!"!

$

命题及其表示

!"!"!

$

命题的基本概念

数理逻辑研究的问题是推理#推理包含前提和结论#前提和结论都是表达判断的

陈述句#因而表达判断的陈述句就成为推理的基本要素!

定义
!#!#!

$

具有唯一真值的陈述句称为命题!

命题的判断结果称为命题的真值#常用
!

(

$%&'

)(或
"

)表示真#

"

(

()*+'

)(或
,

)

表示假!真值为真的命题称为真命题#真值为假的命题称为假命题!

从上述的定义可知#命题有两个要素&一是陈述句#二是具有唯一真值!

例
!

$

判断下列句子是否为命题!

(

"

)北京是中国的首都!

(

!

)桂林山水真美啊*

(

-

)煤是白的!

(

.

)下午有课吗+

(

/

)

#

$

%

&

0

!

(

1

)这是假的!

(

2

)

0

$

"

%

3

!

(

3

)

"

$

""

&

",,

!

(

0

)请保持安静*

(

",

)火星上有生物!

解
$

在上述的十个句子中#(

!

)为感叹句#(

.

)为疑问句#(

0

)为祈使句#(

/

)(

1

)虽

然是陈述句#但(

/

)没有确定的真值#其真假依
#

#

%

取值的不同而有所不同#(

1

)是悖

论(即由真能推出假#由假也能推出真)#所以(

!

)#(

.

)#(

/

)#(

1

)#(

0

)均不是命题!(

"

)#

(

-

)#(

2

)#(

3

)#(

",

)都是命题#其中(

",

)虽然目前还不能判断其真假#但随着科技的进

步是可以判定其真假的!

'

!

'

$$$
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由此可见#一个陈述句能否分辨真假与是否知道其真假是两回事#即命题的真假

只要求它有且唯一就可以了#而不要求立即给出#如例
"

中的(

",

)!又如例
"

中的(

3

)#

它的真假意义和上下文有关#当作为二进制数时#它是真命题#否则为假命题!

!"!"#

$

原子命题与复合命题

根据命题的结构形式#命题分为原子命题和复合命题!

定义
!'!'#

$

不能被分解为更简单的陈述句的命题称为原子命题!由两个或两

个以上原子命题组合而成的命题称为复合命题!

例如#例
"

中的命题全为原子命题#而命题,小刘和小赵都是大学生-是复合命

题#它由,小刘是大学生-与,小赵是大学生-两个原子命题组成!

命题通常用大写字母
(

#

)

#

*

#. 等表示!如
(

&今天下雨#即
(

表示命题,今天下

雨-!

表示命题的符号称为命题标识符#命题标识符依据表示命题的情况#分为命题常

元和命题变元!一个表示确定命题的标识符称为命题常元(或命题常项)$没有指定具

体内容的命题标识符称为命题变元(或命题变项)!命题变元的真值情况不确定#因而

命题变元不是命题!只有命题变元
(

表示一具体的命题时#

(

才有确定的真值#此时
(

才成为命题!

习题
!'!

"'

判断下列语句是否为命题!若是!指出其真值"

#

"

$外面下雨吗%

#

!

$

2

能被
!

整除"

#

-

$

!#

$

-

&

.

"

#

.

$请关上门"

#

/

$小红在教室里"

!'

指出下列命题是原子命题还是复合命题"

#

"

$小李一边听音乐!一边写作业"

#

!

$北京不是中国的首都"

'

-

'
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#

-

$大雁北回!春天来了"

#

.

$不是你死!就是我活"

#

/

$张三和李四是同学"

!"#

$

逻辑联结词

本节介绍
/

种常用的逻辑联结词#分别是,非-(否定联结词)#,与-(合取联结

词)#,或-(析取联结词)#,若 . 则 .-(条件联结词)#,. 当且仅当 .-(双条件联结

词)#通过这些联结词可以把若干个原子命题联结成一个复合命题!

!"#"!

$

否定
$

'

%

定义
!'#'!

$

设
(

为一命题#

(

的否定是一个新的命题#记为
'

(

(读作非
(

)!并

规定&

'

(

为真当且仅当
(

为假!

'

(

的真值情况依赖于
(

的取值情况#真值情况见表
"

!

"

!

表
!

!

!

(

'

(

" ,

, "

在自然语言中 #常用,非-",不-",没有-",无-",并非-等来表示否定!

例
!

$

设
(

&

1

是偶数!则
(

的否定#即,

1

不是偶数-#用符号表示为
'

(

!由于
(

的

真值为
"

#所以
'

(

真值为
,

!

设
)

&所有的海洋动物都是哺乳动物!则
'

)

&不是所有的海洋动物都是哺乳

动物!

)

的真值为
,

#

'

)

的真值为
"

!

'

.

'

$$$
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!"#"#

$

合取
$

(

%

定义
!'#'#

$

设
(

#

)

为两个命题#

(

和
)

的合取是一个复合命题#记为
(

(

)

(读

作
(

与
)

)#称为
(

与
)

的合取式!规定
(

与
)

同时为
!

时#

(

(

)

为
!

#其余情况下#

(

(

)

均为
"

!

联结词,

(

-的真值情况见表
"

!

!

!

表
!

!

#

$

联结词!

(

"的真值情况

( ) (

(

)

, , ,

, " ,

" , ,

" " "

显然
(

(

'

(

的真值永远是假!

在自然语言中#常用,既.又.-",不但.而且.-",虽然.但是.-",一边.

一边 .-等表示合取!

例
#

$

(

"

)

!

是素数又是偶数!

(

!

)猫吃老鼠且太阳从西方升起!

(

-

)张三虽然聪明但不用功!

解
$

(

"

)设
(

&

!

是素数#

)

&

!

是偶数!则(

"

)可表示为
(

(

)

!

(

!

)设
(

&猫吃老鼠#

)

&太阳从西方升起!则(

!

)可表示为
(

(

)

!

(

-

)设
(

&张三聪明#

)

&张三用功!则(

-

)可表示为
(

(

'

)

!

需要注意的是#在自然语言中#命题(

!

)是没有实际意义的#因为
(

与
)

两个命题

是互不相干的#但在数理逻辑中是允许的!数理逻辑中只关注复合命题的真值情况#

并不关心原子命题之间是否存在着内在联系!

!"#"&

$

析取
$

)

%

定义
!'#'$

$

设
(

#

)

为两个命题#

(

和
)

的析取是一个复合命题#记为
(

)

)

(读

作
(

或
)

)#称为
(

与
)

的析取式!规定&当且仅当
(

与
)

同时为
"

时#

(

)

)

为
"

#否

则
(

)

)

均为
!

!

'

/

'
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析取联结词,

)

-的真值情况见表
"

!

-

!

表
!

!

$

$

联结词!

)

"的真值情况

( ) (

)

)

, , ,

, " "

" , "

" " "

显然
(

)

'

(

的真值永远为真!

析取联结词,

)

-与汉语中的,或-二者表达的意义不完全相同#汉语中的,或-可

表达,不可兼或-#也可表达,可兼或-#而从析取联结词的定义可看出#,

)

-允许
(

#

)

同时为真#因而析取联结词,

)

-是可兼或!

例
$

$

(

"

)赵四是这次运动会的
",,

米跑冠军或跳高冠军!

(

!

)王五身高
"2!45

或
"2145

!

解
$

(

"

)为可兼或#(

!

)为不可兼或!

设
(

&赵四是这次运动会的
",,

米跑冠军#

)

&赵四是这次运动会的跳高冠军!则

(

"

)可表示为
(

)

)

!

设
(

&王五身高
"2!45

#

)

&王五身高
"2145

!则(

!

)可表示为(

(

(

'

)

)

)

(

'

(

(

)

)!

!"#"'

$

条件
$

*

%

定义
!'#'%

$

设
(

#

)

为两个命题#

(

和
)

的条件命题是一个复合命题#记为
(

*

)

(读作若
(

则
)

)#其中
(

称为前件#

)

称为后件!规定&当且仅当前件
(

为
!

#后件
)

为
"

时#

(

*

)

为
"

#否则
(

*

)

均为
!

!

条件联结词,

*

-的真值情况见表
"

!

.

!

表
!

!

%

$

联结词!

*

"的真值情况

( ) (

*

)

, , "

, " "

" , ,

" " "

'

1

'

$$$
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在自然语言中#常会出现的语句如,只要
(

就
)

-#,因为
(

所以
)

-#,

(

仅当
)

-#

,只有
)

才
(

-#,除非
)

才
(

-等都可以表示为,

(

*

)

-的形式!

例
%

$

(

"

)如果煤是白色的#则太阳从西方升起!

(

!

)只有天气好时#我才去游泳!

解
$

(

"

)设
(

&煤是白色的#

)

&太阳从西方升起!则(

"

)可表示为
(

*

)

!

(

!

)设
*

&天气好#

+

&我去游泳!则(

!

)可表示为
+

*

*

!

!"#"("

双条件
$

+

或,

*

%

定义
!'#'&

$

设
(

#

)

为两个命题#其复合命题
(

+

)

称为双条件命题#

(

+

)

读作

(

当且仅当
)

!规定&当且仅当
(

与
)

真值相同时#

(

+

)

为
!

#否则
(

+

)

均为
"

!

双条件联结词,

+

-的真值情况如表
"

!

/

所示!

表
!

!

&

$

联结词!

+

"的真值情况

( ) (

+

)

, , "

, " ,

" , ,

" " "

例
&

$

(

"

)煤是白色的当且仅当太阳从西边升起!

(

!

)两个三角形全等#当且仅当它们的对应边相等!

(

-

)两个三角形相似#当且仅当它们的对应边相等!

解
$

(

"

)设
(

&煤是白色的#

)

&太阳从西边升起!则(

"

)可表示为
(

+

)

#其真值为

!

!

(

!

)设
*

&两个三角形全等#

+

&两个三角形的对应边相等!则(

!

)可表示为
*

+

+

#

其真值为
!

!

(

-

)设
,

&两个三角形相似#

-

&两个三角形的对应边相等!则(

-

)可表示为

,

+

-

#但其真值为
"

!

与前面的联结词一样#条件联结词和双条件联结词连接的两个命题之间可以没

有任何的因果联系#只要能确定复合命题的真值即可!

'

2

'

第
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习题
!'#

"'

指出下列命题的真值&

#

"

$若
!

$

!

-

.

!则太阳从西方升起"

#

!

$若
.

.

"

!则
.

.

/

"

#

-

$胎生动物当且仅当是哺乳动物"

#

.

$指南针永指北方!除非它旁边有磁铁"

#

/

$除非
/012

是平行四边形!否则它的对边不都平行"

!'

设
(

&天气好!

)

&我去公园"请将下列命题用符号表示"

#

"

$如果天气好!我就去公园"

#

!

$只要天气好!我就去公园"

#

-

$只有天气好!我才去公园"

#

.

$我去公园!仅当天气好"

#

/

$或者天气好!或者我去公园"

#

1

$天气好!我去公园"

!"$

$

命题公式与符号化

!"&"!

$

命题公式

上一节介绍了
/

种常用的逻辑联结词#利用这些逻辑联结词可将具体的命题用

符号表示!对于较为复杂的命题#需要由这
/

种逻辑联结词中的若干个经过各种相互

组合才能得到其表示成符号化的形式#那么怎样的组合形式才是符合逻辑的表示形

式呢+我们将这些符合逻辑的组合形式称为命题公式(又称合式公式#或简称公式)#

见下述定义&

定义
!'$'!

$

(

"

)单个的命题变元是命题公式!

'

3

'

$$$
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(

!

)如果
/

是命题公式#那么
'

/

也是命题公式!

(

-

)如果
/

#

0

是命题公式#那么(

/

(

0

)#(

/

)

0

)#(

/

*

0

)和(

/

+

0

)也是命

题公式!

(

.

)当且仅当有限次地应用(

"

)#(

!

)#(

-

)所得到的包含命题变元"联结词和括号

的符号串是命题公式!

由定义知#命题公式是没有真假的#仅当一个命题公式中的命题变元被赋以确定

的命题时#才是命题!例如在公式
(

*

)

中#把命题,

"

$

!

&

-

-赋给
(

#把命题,太阳

从西边升起-赋给
)

#则公式
(

*

)

为假命题$但若
(

的赋值不变#而把命题,太阳从

东边升起-赋给
)

#则公式
(

*

)

为真命题!

例
!

$'

(

(

(

)

)#(

(

*

(

)

(

*

))#((

(

*

)

)

(

(

)

*

*

))都是命题公式#而
(

*

(

(

)

)#

(

()

)

#(

(

*

)

(

(

*

)

)

*

*

)都不是命题公式!

为了命题公式的简洁#规定&(

"

)逻辑联结词的优先级别由高到低依次为
'

#

(

#

)

#

*

#

+

!(

!

)具有相同级别的联结词#按出现的先后次序进行计算!有了上述规定#

命题公式中有的括号可以省略!

例
#

$

(

(

(

)

)

*

*

可以写成
(

(

)

*

*

#(

(

)

)

)

)

*

可写成
(

)

)

)

*

#

((

(

+

)

)

*

*

)可写成(

(

+

)

)

*

*

#而
(

*

(

)

*

*

)中的括号不能省略!

定义
!'$'#

$

设
(

是命题公式
)

的一部分#且
(

也是命题公式#则称
(

为
)

的子

公式!

例如
(

(

)

及
*

都是公式
(

(

)

*

*

的子公式$

'

(

#

'

(

)

)

及
(

*

*

都是

公式(

'

(

)

)

)

(

(

(

*

*

)的子公式!

!"&"#

$

命题的符号化

根据命题公式的定义#把一个由文字描述的命题相应地写成由命题标识符"逻辑

联结词和圆括号表示的命题形式称为命题的符号化!

命题符号化的一般步骤&(

"

)明确给定命题的含义$(

!

)找出命题中的各原子命

题#分别符号化$(

-

)使用合适的逻辑联结词将原子命题连接起来!

例
$

$

张三和李四都是班干!

设
(

&张三是班干#

)

&李四是班干!则命题符号化为&

(

(

)

!

例
%

$

(

"

)只有天气好#我才去游泳!

'

0

'

第
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这个命题的意义也可以理解为&如果我去游泳#那么天气一定好!

设
(

&天气好#

)

&我去游泳!则命题符号化为&

)

*

(

!

该命题也可符号化为&

'

(

*

'

)

!

(

!

)仅当天不下雨且我有时间#我才上街!

设
(

&天下雨#

)

&我有时间!

*

&我上街!命题符号化为&

*

*

(

'

(

(

)

)!

(

-

)你将失败#除非你努力!

这个命题的意义可以理解为&如果你不努力#那么你将失败!

设
(

&你努力#

)

&你失败!则命题符号化为&

'

(

*

)

!

(

.

)

/

中没有元素#

/

就是空集!

设
(

&

/

中有元素#

)

&

/

是空集!则命题符号化为&

'

(

+

)

!

(

/

)张三与李四是同学!

此命题是一个原子命题#,. 与 . 是 .-表示两个对象之间的关系!,张三是同

学-及,李四是同学-都不是命题!所以上述命题只能符号化为
(

的形式!其中
(

&张三

与李四是同学!

例
&

$

将下列命题符号化!

(

"

)如果明天早上下雨或下雪#则我不去上街!

(

!

)如果明天早上不下雨且不下雪#则我去上街!

(

-

)如果明天早上不是雨夹雪#则我去上街!

(

.

)当且仅当明天早上不下雨且不下雪时#我才去上街!

解
$

设
(

&明天早上下雨#

)

&明天早上下雪#

*

&我去上街!

(

"

)符号化为&(

(

)

)

)

*

'

*

!

(

!

)符号化为&(

'

(

(

'

)

)

*

*

!

(

-

)符号化为&

'

(

(

(

)

)

*

*

!

(

.

)符号化为&

'

(

(

'

)

+

*

!

例
'

$

将下列命题符号化!

(

"

)如果张三和李四都不去#则王五去!

(

!

)如果张三和李四不都去#则王五去!

解
$

设
(

&张三去#

)

&李四去#

*

&王五去!

(

"

)符号化为&(

'

(

(

'

)

)

*

*

!

'

,"

'

$$$
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(

!

)符号化为&

'

(

(

(

)

)

*

*

或(

'

(

)

'

)

)

*

*

!

例
(

$

将下列命题符号化!

(

"

)说命题逻辑无用且枯燥无味是不对的!

(

!

)若天不下雨#我就上街$否则在家!

(

-

)他虽聪明#但不用功!

解
$

(

"

)设
(

&命题逻辑是有用的#

)

&命题逻辑是枯燥无味的!则命题符号化为&

'

(

'

(

(

)

)!

(

!

)设
(

&天下雨#

)

&我上街#

*

&我在家!则命题符号化为&(

'

(

*

)

)

(

(

(

*

*

)!

(

-

)设
(

&他聪明#

)

&他用功!则命题符号化为&

(

(

'

)

!

习题
!'$

"'

判断下列各式子是否是命题公式"

#

"

$

(

*

#

)

(

*

$"

#

!

$#

(

+

#

)

*

*

$$"

#

-

$#

(

(

)

$

*

#

'

)

*

*

$$"

#

.

$

()

*

*

"

#

/

$##

*

*

#

)

*

*

$

*

#

(

*

)

$$"

#

1

$#

(

)

)*

$

*

+

"

!'

将下列命题符号化"

#

"

$我去新华书店!仅当我有时间"

#

!

$我们不能既划船又跑步"

#

-

$只要努力学习!成绩就会好的"

#

.

$或者你没有给我写信!或者它在路上丢了"

#

/

$如果上午不下雨!我就去看电影!否则我就在家里读书或看报纸"

#

1

$我今天进城!除非下雨"

#

2

$如果太阳没出来!则或者下雨或者阴天而且温度下降"

#

3

$指南针永指南北!除非它旁边有磁铁"

'
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'
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#

0

$人不犯我!我不犯人'人若犯我!我必犯人"

!"%

$

真值表与等价公式

!"'"!

$

真值表

定义
!'%'!

$

设
(

"

#

(

!

#.#

(

3

是出现在命题公式
/

中的全部命题变元#给
(

"

#

(

!

#.#

(

3

各指定一个真值#称为对公式
/

的一个指派(或解释或真值赋值)!

若指定的一组值使公式
/

的真值为
"

#则这组值称为公式
/

的成真指派!

若指定的一组值使公式
/

的真值为
,

#则这组值称为公式
/

的成假指派!

例如#对公式(

(

*

)

)

(

*

#给定指派
,""

(即令
(

&

,

#

)

&

"

#

*

&

"

)#则可得到

公式的真值为
"

$若给定指派
,,,

#则公式真值为
,

!因此#

,""

为公式的一个成真指派$

,,,

为公式的一个成假指派!除了上述的两种指派外#公式的指派还有
,,,

#

,,"

#.

等!一般地#在含有
3

个命题变元的命题公式中#共有
!

3 种指派!

定义
!'%'#

$

将命题公式
/

在所有指派下的取值情况列成表#称为公式
/

的真值

表!

构造真值表的一般步骤&

(

"

)找出公式中所有的命题变元
(

"

#

(

!

#.#

(

3

#列出
!

3 种指派#建议按二进制数

从小到大的顺序#即按照从
,,

.

,

开始到
""

.

"

的顺序列出#以避免漏写或写重!

(

!

)当公式较为复杂时#按照运算的顺序列出各层次的子公式#并计算其对应

真值!

(

-

)根据各指派顺序计算出各层次的子公式对应真值#直至计算出命题公式的对

应真值!

例
!

$

求下列命题公式的真值表!

(

"

)

/

&

(

4

(

(

4

*

5

))

*

5

!

(

!

)

0

& '

(

4

*

5

)

(

5

!

(

-

)

1

&

4

(

(

5

)

'

6

)!

'

!"

'

$$$
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解
$

(

"

)公式
/

的真值表如表
"

!

1

所示!

表
!

!

'

$

公式
/

的真值表

4 5 4

*

5 4

(

(

4

*

5

) (

4

(

(

4

*

5

))

*

5

, , " , "

, " " , "

" , , , "

" " " " "

(

!

)公式
0

的真值表如表
"

!

2

所示!

表
!

!

(

$

公式
0

的真值表

4 5 4

*

5

'

(

4

*

5

)

'

(

4

*

5

)

(

5

, , " , ,

, " " , ,

" , , " ,

" " " , ,

(

-

)公式
1

的真值表如表
"

!

3

所示!

表
!

!

)

$

公式
1

的真值表

4 5

6

'

6

5

)

'

6

4

(

(

5

)

'

6

)

, , , " " ,

, , " , , ,

, " , " " ,

, " " , " ,

" , , " " "

" , " , , ,

" " , " " "

" " " , " "

定义
!'%'$

$

设
/

为一个命题公式!

(

"

)若
/

在它的所有可能赋值下取值均为真#则称
/

为重言式或永真式$

(

!

)若
/

在它的所有可能赋值下取值均为假#则称
/

为矛盾式或永假式$

(

-

)若
/

至少存在一个赋值是成真赋值#则称
/

为可满足式!

由定义可知#重言式一定是可满足式#但反之不成立!

'

-"

'
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从公式
/

的真值表构造过程可以看出#若公式
/

所在的列(我们规定在真值表的

最后一列)中某行的值为
"

#则表明该行所对应的公式
/

的指派为成真指派$若值为

,

#则表明该行所对应的公式
/

的指派为成假指派!

由此可见#若公式
/

的真值表最后一列的值全部为
"

#则公式
/

的所有指派都是

成真指派#即公式
/

为重言式$若
/

的真值表最后一列的值全为
,

#则公式
/

的所有指

派都是成假指派#即公式
/

为矛盾式$若
/

的真值表最后一列的值中有
,

也有
"

#则公

式
/

的所有赋值中至少有一个成真指派和至少有一个成假指派#即公式
/

仅为可满

足式!显然
(

)

'

(

是重言式#

(

(

'

(

是矛盾式!又如例
"

中的公式
/

#

0

和
1

分别

是重言式"矛盾式和可满足式!

!"'"#

$

等价公式

定义
!'%'%

$

给定两个命题公式
/

和
0

#设
(

"

#

(

!

#.#

(

3

是所有出现在命题公式

/

和
0

中的命题变元!若给
(

"

#

(

!

#.#

(

3

任一组真值指派#公式
/

和
0

的真值都对应

相等#则称
/

与
0

等价#记作
/

/

0

!

,

/

-具有如下的性质&(

"

)自反性&

/

/

/

!(

!

)对称性&若
/

/

0

#则
0

/

/

!(

-

)传

递性&若
/

/

0

#

0

/

1

#则
/

/

1

!

证明两个公式等价一般有两种方法&真值表法和等值演算法!

"'

真值表法

由公式等价的定义可知#利用真值表可以判断任何两个公式是否等价!

例
!

$

证明
(

+

)

/

(

(

*

)

)

(

(

)

*

(

)!

证明
$

命题公式
(

+

)

和(

(

*

)

)

(

(

)

*

(

)的真值表见表
"

!

0

!

由表
"

!

0

可知#在任意赋值下#

(

+

)

与(

(

*

)

)

(

(

)

*

(

)两者的真值对应相

同!因此
(

+

)

/

(

(

*

)

)

(

(

)

*

(

)!

表
!

!

*

$

(

+

)

与#

(

*

)

$

(

#

)

*

(

$的真值表

( ) (

*

) )

*

(

(

(

*

)

)

(

(

)

*

(

)

(

+

)

, , " " " "

, " " , , ,

" , , " , ,

" " " " " "

'

."

'
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例
#

$

问公式
(

*

)

和
'

(

*

'

)

是否等价+

解
$

公式
(

*

)

和
'

(

*

'

)

的真值表见表
"

!

",

!

表
!

!

!+

$

(

*

)

与
'

(

*

'

)

的真值表

( ) (

*

)

'

(

*

'

)

, , " "

, " " ,

" , , "

" " " "

由表
"

!

",

可知#公式
(

*

)

和
'

(

*

'

)

不是等价的!

从理论上来讲#利用真值表法可以判断任何两个命题公式是否等价#但当公式中

命题变元较多时#其计算量较大!例如#当公式中有
/

个变元时#需要列出
!

/

&

-!

种赋

值情况#计算较为繁杂!因此#当公式中命题变元较多时#通常采用等值演算法证明两

个命题公式是否等价!所谓等值演算法#就是由已知等价式推出另外的等价式的过程

和方法!下面给出
"!

组常用的等价公式#读者可利用真值表法给出证明#它们是等值

演算法的基础!

(

"

)对合律&

''

/

/

/

!

(

!

)结合律&(

/

)

0

)

)

1

/

/

)

(

0

)

1

)#(

/

(

0

)

(

1

/

/

(

(

0

(

1

)#(

/

+

0

)

+

1

/

/

+

(

0

+

1

)!

(

-

)交换律&

/

(

0

/

0

(

/

#

/

)

0

/

0

)

/

#

/

+

0

/

0

+

/

!

(

.

)分配律&

/

)

(

0

(

1

)

/

(

/

)

0

)

(

(

/

)

1

)#

/

(

(

0

)

1

)

/

(

/

(

0

)

)

(

/

(

1

)!

(

/

)幂等律&

/

)

/

/

/

#

/

(

/

/

/

!

(

1

)吸收律&

/

)

(

/

(

0

)

/

/

#

/

(

(

/

)

0

)

/

/

!

(

2

)德摩根律&

'

(

/

)

0

)

/'

/

(

'

0

#

'

(

/

(

0

)

/'

/

)

'

0

!

(

3

)同一律&

/

)

"

/

/

#

/

(

!

/

/

!

(

0

)零律&

/

)

!

/

!

#

/

(

"

/

"

!

(

",

)否定律&

/

)

'

/

/

!

#

/

(

'

/

/

"

!

(

""

)条件等价式&

/

*

0

/'

/

)

0

/'

0

*

'

/

!

(

"!

)双条件等价式&

/

+

0

/

(

/

*

0

)

(

(

0

*

/

)

/'

/

+'

0

!

'

/"

'

第
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!'

等值演算法

先介绍两个定理(代入规则和置换规则)!

定理
!'%'!

#代入规则$

$

在一个永真式
/

中#任何一个原子命题变元
*

出现的每

一处用另一个公式代入#所得的公式
0

仍为永真式!

证明
$

因为永真式对于任何指派#其真值都是
"

#与每个命题变元指派的真假无

关#所以#用一个命题公式代入到原子命题变元
*

出现的每一处#所得到的命题公式

的真值仍为
"

!

例如#

*

)

'

*

是永真式#将原子命题变元
*

用
(

*

)

代入后得到的式子(

(

*

)

)

)

'

(

(

*

)

)仍为永真式!

定理
!'%'#

#置换规则$

$

设
7

是命题公式
/

的一个子公式!若
7

/

8

#则将公式
/

中的
7

用
8

来置换#所得到的公式
0

与公式
/

等价#即
/

/

0

!

证明
$

因为
7

/

8

#所以在相应变元的任一种指派情况下#

7

与
8

的真值相同#故

以
8

取代
7

后#公式
0

与公式
/

在相应的指派情况下真值也必相同#因此
/

/

0

!

例如#

(

*

)

/'

(

)

)

#用
*

(

+

置换
(

#有(

*

(

+

)

*

)

/'

(

*

(

+

)

)

)

!

由
"!

组等价公式及代入规则和置换规则#可推演出更多的等价式!

例
$

$

证明下列等价式!

(

"

)(

(

(

)

)

*

*

/

(

*

(

)

*

*

)!

(

!

)(

(

(

'

)

)

)

(

'

(

(

)

)

/

(

(

)

)

)

(

'

(

(

(

)

)!

证明
$

(

"

)(

(

(

)

)

*

*

/'

(

(

(

)

)

)

*

(条件等价式)

/

(

'

(

)

'

)

)

)

*

(德摩根律)

/'

(

)

(

'

)

)

*

) (结合律)

/'

(

)

(

)

*

*

) (条件等价式)

/

(

*

(

)

*

*

) (条件等价式)

(

!

)(

(

( '

)

)

)

(

'

(

(

)

)

/

((

(

( '

)

)

) '

(

)

(

((

(

( '

)

)

)

)

)

(分配律)

/

(

(

)'

(

)

(

(

'

)

)'

(

)

(

(

(

)

)

)

(

(

'

)

)

)

)

$

(分配律)

/

!

(

(

'

)

)'

(

)

(

(

(

)

)

)

(

!

$

(否定律)

/

(

(

)

)

)

(

(

'

(

)'

)

)

$

(同一律)

/

(

(

)

)

)

('

(

(

(

)

)

$

(德摩根律)

'

1"

'

$$$
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习题
!#%

"#

求下列公式的真值表"

#

"

$

(

*

#

)

)

*

$"

#

!

$

(

)

#

)

*

*

$"

#

-

$#

'

(

)

)

$

(

#

(

)

'

)

$"

#

.

$#

(

(

)

$

)

#

'

(

(

'

)

$"

!'

证明下列等价公式"

#

"

$

(

*

#

)

*

*

$

/

)

*

#

(

*

*

$"

#

!

$#

(

)

)

$

(

'

#

(

(

)

$

/'

#

(

+

)

$"

#

-

$

/

*

#

0

)

1

$

/

#

/

(

'

0

$

*

1

"

#

.

$#

(

*

)

$

(

#

(

*

*

$

/

(

*

#

)

(

*

$!

!"&

$

蕴含式

在介绍蕴含式前#先介绍等价式与双条件的关系!

!"("!

$

等价式与双条件的关系

定理
!'&'!

$

设
/

#

0

为两个命题公式!

/

/

0

当且仅当
/

+

0

为重言式!

证明
$

若
/

/

0

#则在
/

#

0

所含命题变元的任何指派下#

/

与
0

的真值都相同#

即
/

+

0

恒为真!

若
/

+

0

为重言式#由重言式的定义知#在对
/

#

0

所含命题变元的任何指派下#

/

与
0

都有相同的真值#即
/

/

0

#证毕!

例
!

$

证明(

(

+

)

)

+

((

(

*

)

)

(

(

)

*

(

))为重言式!

证明
$

由上节的例
"

知
(

+

)

/

(

(

*

)

)

(

(

)

*

(

)#故依据定理
"'/'"

知

(

(

+

)

)

+

((

(

*

)

)

(

(

)

*

(

))为重言式!

'

2"

'

第
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!"("#

$

蕴含式

定义
!'&'!

$

设
/

#

0

为两个命题公式!若
/

*

0

为重言式#则称,

/

蕴含
0

-#记作

/

0

0

!

蕴含关系具有如下的性质&

(

"

)自反性&对任意的公式
(

#有
(

0

(

!

(

!

)反对称性&对任意的公式
(

#

)

#若
(

0

)

且
)

0

(

#则有
(

/

)

!

(

-

)传递性&对任意的公式
(

#

)

#

*

#若
(

0

)

#

)

0

*

#则有
(

0

*

!

定理
!'&'#

$

/

/

0

的充分必要条件是
/

0

0

且
0

0

/

!

证明
$

若
/

/

0

#则
/

+

0

为重言式#而
/

+

0

/

(

/

*

0

)

(

(

0

*

/

)#故
/

*

0

且
0

*

/

均为重言式#即
/

0

0

且
0

0

/

!

反之#若
/

0

0

且
0

0

/

#则
/

*

0

且
0

*

/

均为重言式#于是(

/

*

0

)

(

(

0

*

/

)为重言式#即
/

+

0

为重言式#故
/

/

0

!

由定义
"'/'"

知#要证明
/

0

0

#只需证明
/

*

0

为重言式即可!因此#前面介绍的

真值表法和等值演算法均可应用!

下面综合介绍证明
/

0

0

的几种方法!

"'

真值表法

例
!

$

证明
(

(

)

0

(

!

证明
$

只需证明
(

(

)

*

(

为重言式!真值表见表
"

!

""

!

表
!

!

!!

$

(

(

)

*

(

的真值表

( ) (

(

) (

(

)

*

(

, , , "

, " , "

" , , "

" " " "

!'

等值演算法

例
#

$

证明
(

(

(

(

*

)

)

0

)

!

证明
$

只需证明
(

(

(

(

*

)

)

*

)

为重言式!

(

(

(

(

*

)

)

*

)

/'

(

(

(

(

'

(

)

)

))

)

)

'

3"

'

$$$
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/'

(

)

'

(

'

(

)

)

)

)

)

/

(

'

(

)

)

)

)

'

(

'

(

)

)

)

/

"

即
(

(

(

(

*

)

)

*

)

为重言式#所以
(

(

(

(

*

)

)

0

)

!

-'

分析法

分析法包括以下两种形式&

(

"

)若当前件
/

为真时#推出后件
0

也为真#则
/

0

0

!

(

!

)若当后件
0

为假时#推出前件
/

也为假#则
/

0

0

!

理由是&(

"

)若当
/

为真时#推出
0

也为真#则
/

*

0

为真$而当
/

为假时#无论

0

是真是假#

/

*

0

总为真$所以当前件
/

为真时#能推出后件
0

也为真#则
/

*

0

为

永真式#即
/

0

0

!

(

!

)若当后件
0

为假时#推出前件
/

也为假#即后件
0

为假#前件
/

总为假#因此

不存在
/

为真
0

为假的可能#所以
/

*

0

为重言式#即
/

0

0

!

例
$

$

证明(

"

)

'

)

(

(

(

)

)

)

0

(

!

(

!

)

(

(

(

(

*

)

)

0

)

!

证明
$

(

"

)假设前件
'

)

(

(

(

)

)

)为真#则
'

)

为真#

(

)

)

为真$由此有
)

为假#

(

为真!因此
'

)

(

(

(

)

)

)

0

(

!

(

!

)假设后件
)

为假!

若
(

为真#则
(

*

)

为假#有
(

(

(

(

*

)

)为假!

若
(

为假#则
(

*

)

为真#有
(

(

(

(

*

)

)为假!

综上#若后件
)

为假#无论
(

为真还是为假#前件
(

(

(

(

*

)

)均为假!因此
(

(

(

(

*

)

)

0

)

!

习题
!'&

"'

指出下列命题公式哪些是重言式(矛盾式和可满足式"

#

"

$#

(

(

)

$

*

#

(

)

)

$"

#

!

$#

(

(

)

*

*

$

*

#

(

(

'

*

(

)

$"

#

-

$

'

(

*

#

(

*

)

$"

'

0"

'

第
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$
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#

.

$#

'

(

+

)

$

+'

#

(

+

)

$"

!'

证明下列蕴含式"

#

"

$#

(

*

)

$

0

(

*

#

(

(

)

$"

#

!

$#

(

*

)

$

*

)

0

(

)

)

"

#

-

$

(

*

#

)

*

*

$

0

#

(

*

)

$

*

#

(

*

*

$"

#

.

$##

(

)

'

(

$

*

)

$

*

##

(

)

'

(

$

*

*

$

0

)

*

*

"

-'

判断下列命题的真假"

#

"

$重言式的否定是矛盾式"

#

!

$矛盾式的否定是重言式"

#

-

$不是重言式就是矛盾式"

#

.

$不是矛盾式就是重言式"

#

/

$重言式必是可满足式"

#

1

$不是矛盾式就是可满足式"

#

2

$可满足式未必是重言式"

#

3

$不是可满足式就是矛盾式"

!"'

$

最小联结词组

"'

最小联结词组

前面介绍了五个联结词#但命题公式中的某些联结词可用另外的联结词代

替!如&

(

+

)

/

(

(

*

)

)

(

(

)

*

(

)$

(

*

)

/'

(

)

)

$

(

)

)

/'

(

'

(

(

'

)

)$

(

(

)

/'

(

'

(

)

'

)

)!

这说明,

+

-可以转化为,

*

-#而,

*

-可转化为由,

'

-与,

)

-表示#而,

)

-与

,

(

-又可以相互转化!

'

,!

'

$$$
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由
/

个联结词
'

#

(

#

)

#

*

#

+

中的若干个构成的命题公式#都可化为由,

'

#

(

-或,

'

#

)

-构成的与之等价的命题公式#我们称,

'

#

(

-和,

'

#

)

-为命题公式

的最小联结词组!

通常为了命题表示的简洁清楚#常用包含
'

#

(

#

)

的联结词组来表示命题!

习题
!''

"'

将下列命题公式用只含联结词
)

和
'

的等价式表示!并要求尽可能简单"

#

"

$#

(

(

)

$

(

'

(

"

#

!

$#

(

*

#

)

)

'

*

$$

(

'

(

(

)

"

#

-

$

'

(

(

'

)

(

#

'

*

*

(

$"

!"(

$

范式

!")"!

$

对偶式

"'

对偶式

定义
!'('!

$

在只含有逻辑联结词
'

#

(

#

)

的命题公式
/

中#若把
(

与
)

互

换#

!

与
"

互换得到一个新的命题公式
/

1

#则称
/

1 是
/

的对偶式#或称
/

1 与
/

互

为对偶式!

显然(

/

1

)

1

&

/

!

例
!

$

写出下列公式的对偶式!

(

"

)(

(

)

)

)

(

*

!

(

!

)(

(

(

)

)

)

!

!

(

-

)

'

(

(

)

)

)

(

(

(

)

'

(

)

(

'

+

))!

解
$

上述公式的对偶式为

(

"

)(

(

(

)

)

)

*

!

'

"!

'

第
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(

!

)(

(

)

)

)

(

"

!

(

-

)

'

(

(

(

)

)

)

(

(

(

'

(

)

)

'

+

))!

!'

对偶原理

定理
!'('!

#对偶原理$

$

若公式
/

/

0

#则
/

1

/

0

1

!

对偶原理表明#利用公式的对偶式可以扩大等价式的数量#也可以简化证明!例

如#

(

(

(

)

)

*

)

/

(

(

(

)

)

)

(

(

(

*

)与
(

)

(

)

(

*

)

/

(

(

)

)

)

(

(

(

)

*

)这

两个等价公式的两端互为对偶式#因而只需证明一个等价公式成立即可!

!")"#

$

命题公式的范式

从前面的讨论可知#存在大量等价但表现形式互不相同的命题公式!那么#是否

存在一个标准的或规范的形式使命题公式的表示是唯一的+回答是肯定的#就是将要

在
"'2'-

介绍的命题公式的主范式#为此#先介绍范式的概念!

"'

析取式与合取式

定义
!'('#

$

单个的命题变元及其否定形式称为文字#如
(

#

'

)

等!

定义
!'('$

$

有限个文字的析取称为析取式$有限个文字的合取称为合取式!

例如#

'

(

)

)

#

(

)

'

)

)

*

#

'

(

#

)

等都是析取式$

(

(

)

#

'

(

(

)

(

*

#

'

(

#

)

等都是合取式!这里一个文字既可看成析取式#又可看成合取式!

!'

析取范式与合取范式

定义
!'('%

$

由有限个合取式组成的析取式称为析取范式$由有限个析取式组

成的合取式称为合取范式!析取范式与合取范式统称为范式!

例如#(

(

(

)

)

)

(

(

(

'

)

(

*

)#

(

(

)

等是析取范式$(

(

)

)

)

(

(

(

)

'

)

)

*

)#

(

)

)

等是合取范式!

一个文字既可以看成是析取范式#又可看成是合取范式!至于
(

)

)

#若把它看

作合取式的析取#则它是析取范式$若把它看成是文字的析取#则它是合取范式!同

理#

(

(

'

)

#

(

(

)

等既是析取范式#又是合取范式!

定理
!'('#

#范式存在性定理$

$

任何一个命题公式都存在着与之等价的析取范

式和合取范式!

证明略!

例
#

$

求(

(

*

)

)

*

*

的析取范式和合取范式!

解
$

(

(

*

)

)

*

*

'

!!

'

$$$
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/

(

'

(

)

)

)

*

*

/'

(

'

(

)

)

)

)

*

/

(

(

(

'

)

)

)

*

(析取范式)

/

(

(

)

*

)

(

(

'

)

)

*

)(合取范式)

例
$

$

求
'

(

(

)

)

)

+

(

(

(

)

)的析取范式!

解
$'

(

(

)

)

)

+

(

(

(

)

)

/

(

'

(

(

)

)

)

(

(

(

(

)

))

)

(

''

(

(

)

)

)

(

(

'

(

(

(

)

))

/

(

'

(

(

'

)

(

(

(

)

)

)

((

(

)

)

)

(

(

'

(

)

'

)

))

/

(

'

(

(

'

)

(

(

(

)

)

)

(

(

(

'

(

)

)

(

(

(

'

)

)

)

(

)

(

'

(

)

)

(

)

(

'

)

)(析取范式)

/

(

(

(

'

)

)

)

(

'

(

(

)

)(析取范式)

最后两个等价的公式都是原公式的析取范式#可见命题公式的析取范式不唯一!

例
%

$

求
'

(

(

)

)

)

+

(

(

(

)

)的合取范式!

解
$'

(

(

)

)

)

+

(

(

(

)

)

/

(

''

(

(

)

)

)

)

(

(

(

)

))

(

(

'

(

(

)

)

)

)

'

(

(

(

)

))

/

((

(

)

)

)

)

(

(

(

)

))

(

((

'

(

(

'

)

)

)

(

'

(

)

'

)

))

/

(

(

)

)

)

(

)

(

(

(

)

)

)

)

)

(

(

'

(

)

'

(

)

'

)

)

(

(

'

)

)

'

(

)

'

)

)(合取范式)

/

(

(

)

)

)

(

(

'

(

)

'

)

)(合取范式)

最后两个等价的公式都是原公式的合取范式#命题公式的合取范式也不唯一!

-'

范式的应用

利用范式判断命题公式类型(重言式#矛盾式和可满足式)的问题称为判定问题!

定理
!'('$

$

一个析取范式是矛盾式当且仅当它的每个合取式都是矛盾式$一

个合取范式是重言式当且仅当它的每个析取式都是重言式!

例
&

$

判断下列公式的类型!

(

"

)

'

(

(

*

)

)

(

)

!

(

!

)

(

)

(

)

*

*

)

)

'

(

(

)

*

)!

解
$

(

"

)

'

(

(

*

)

)

(

)

/'

(

'

(

)

)

)

(

)

/

(

(

'

)

(

)

由定理
"'2'-

可知#

'

(

(

*

)

)

(

)

为矛盾式!

(

!

)

(

)

(

)

*

*

)

)

'

(

(

)

*

)

/

(

)

'

)

)

*

)

(

'

(

(

'

*

)

/

(

(

)

'

)

)

*

)

'

(

)

(

(

(

)

'

)

)

*

)

'

-!

'

第
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'

*

)

由定理
"'2'-

可知#

(

)

(

)

*

*

)

)

'

(

(

)

*

)为重言式!

!")"&

$

主析取范式和主合取范式

由于一个命题公式的范式不唯一#这就使得范式的应用受到了一定的限制#为了

使任意命题公式化为某种唯一的表现形式#下面引入主范式的概念!

"'

主析取范式

定义
!'('&

$

在含有
3

个命题变元的合取式中#若每个命题变元及其否定有且仅

有一个出现#则称该合取式为小项!

例如#两个命题变元
(

和
)

构成的小项有
.

个&

(

(

)

#

(

(

'

)

#

'

(

(

)

#

'

(

(

'

)

!三个命题变元
(

#

)

和
*

构成的小项有
3

个&

(

(

)

(

*

#

(

(

)

(

'

*

#

(

(

'

)

(

*

#

(

(

'

)

(

'

*

#

'

(

(

)

(

*

#

'

(

(

)

(

'

*

#

'

(

(

'

)

(

*

#

'

(

(

'

)

(

'

*

!

一般说来#

3

个命题变元共有
!

3 个小项!

小项的二进制编码表示&命题变元按字母顺序排列#命题变元与
"

对应#命题变

元的否定与
,

对应#得到的编码称为小项二进制编码#记为
9

:

#其下标
:

是由二进制编

码转化的十进制数!

3

个命题变元形成的
!

3 个小项#分别记为&

9

,

#

9

"

#.#

9

!

3

;

"

!有时

下标也直接用二进制编码表示!

表
"

!

"!

列出了两个命题变元
(

和
)

生成的
.

个小项的真值表及编码表示!

表
!

!

!#

$

两个命题变元
(

和
)

生成的
%

个小项的真值表及编码表示

9

(二进制)

9

,,

9

,"

9

",

9

""

( )

'

(

(

'

)

'

(

(

) (

(

'

) (

(

)

, , " , , ,

, " , " , ,

" , , , " ,

" " , , , "

9

(十进制)

9

,

9

"

9

!

9

-

从这个真值表中可以看到#任意两个小项都不等价!

这个结论可以推广到
-

个及
-

个以上变元的情况!

'

.!

'

$$$
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由真值表可得到小项具有如下性质&

(

"

)各个小项的真值表都不相同!

(

!

)每个小项当其真值指派与对应的二进制编码相同时#其真值为真#其余的
!

3

;

"

种指派#其真值均为假!

(

-

)任意两个小项的合取式是矛盾式!例如
9

,,

(

9

",

&

(

'

(

(

'

)

)

(

(

(

(

'

)

)

/'

(

(

'

)

(

(

(

'

)

/

"

(

.

)全体小项的析取式为永真式!

定义
!'(''

$

由若干个不同的小项组成的析取式称为主析取范式!与公式
/

等

价的主析取范式称为
/

的主析取范式!

定理
!'('%

$

任意含
3

个命题变元的非永假式命题公式都存在与之等价的主析

取范式#且其主析取范式是唯一的!

证明略!

求命题公式的主析取范式有两种方法#一是真值表法#另一是等值演算法!

(

"

)真值表法

定理
!'('&

$

在真值表中#命题公式
/

的真值为真的赋值所对应的小项的析取

即为命题公式
/

的主析取范式!

利用真值表法求主析取范式的基本步骤为&

"

)列出公式的真值表!

!

)将真值表中公式的真值为
"

对应的所有小项进行析取#即得该公式的主析取

范式!

例
'

$

利用真值表法求
'

(

(

(

)

)的主析取范式!

解
$'

(

(

(

)

)的真值表见表
"

!

"-

!

表
!

!

!$

$'

#

(

(

)

$的真值表

( )

'

(

(

(

)

)

, , "

, " "

" , "

" " ,

从表
"

!

"-

中可以看出#该公式在其真值表的
,,

行#

,"

行#

",

行处取真值
"

#所以

'

/!

'

第
"

章
$
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'

(

(

(

)

)

/

9

,

)

9

"

)

9

!

/

(

'

(

(

'

)

)

)

(

'

(

(

)

)

)

(

(

(

'

)

)!

例
(

$

用真值表法求(

(

(

)

)

)

*

的主析取范式!

解
$

(

(

(

)

)

)

*

的真值表见表
"

!

".

!

表
!

!

!%

$

#

(

(

)

$

)

*

的真值表

( ) * (

(

)

(

(

(

)

)

)

*

, , , , ,

, , " , "

, " , , ,

, " " , "

" , , , ,

" , " , "

" " , " "

" " " " "

从表
"

!

".

中可以看出#该公式在其真值表的
,,"

行#

,""

行#

","

行#

"",

行和
"""

行处取真值
"

#所以(

(

(

)

)

)

*

/

9

"

)

9

-

)

9

/

)

9

1

)

9

2

/

(

'

(

(

'

)

(

*

)

)

(

'

(

(

)

(

*

)

)

(

(

(

'

)

(

*

)

)

(

(

(

)

(

'

*

)

)

(

(

(

)

(

*

)!

例
)

$

设公式
/

的真值表如表
"

!

"/

#求公式
/

的主析取范式!

解&由真值表可看出公式
/

有
-

组成真赋值#分别出现在
,,,

行#

",,

行和
"""

行#

所以公式
/

的主析取范式为

/

/

(

'

(

(

'

)

(

'

*

)

)

(

(

(

'

)

(

'

*

)

)

(

(

(

)

(

*

)

表
!

!

!&

$

公式
/

的真值表

( ) * /

, , , "

, , " ,

, " , ,

, " " ,

" , , "

" , " ,

" " , ,

" " " "

'

1!

'

$$$
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(

!

)等值演算法

用公式的等值演算方法来推导#即等值演算法#其步骤如下&

"

)求公式
/

的析取范式
/<

$

!

)除去
/<

中所有永假的析取项$

-

)若
/<

的某个合取式
0

中不含有某个命题变元
(

#也不含
'

(

#则将
0

展成形式

0

/

0

(

!

/

0

(

(

(

)

'

(

)

/

(

0

(

(

)

)

(

0

(

'

(

)$

.

)将重复出现的命题变元"矛盾式项及重复出现的小项都消去$

/

)将小项按顺序排列!

例
*

$

求(

(

*

)

)

(

)

的主析取范式!

解
$

(

(

*

)

)

(

)

/

(

'

(

)

)

)

(

)

/

(

'

(

(

)

)

)

)

/

(

'

(

(

)

)

)

((

(

)

'

(

)

(

)

)

/

(

'

(

(

)

)

)

((

(

(

)

)

)

(

'

(

(

)

))

/

(

'

(

(

)

)

)

(

(

(

)

)

例
!+

$

求(

(

*

)

)

+

*

的主析取范式!

解
$

(

(

*

)

)

+

*

/

(

'

(

)

)

)

+

*

/

((

'

(

)

)

)

*

*

)

(

(

*

*

(

'

(

)

)

))

/

(

'

(

'

(

)

)

)

)

*

)

(

(

'

*

)

'

(

)

)

)

/

((

(

(

'

)

)

)

*

)

(

(

'

(

)

)

)

'

*

)

/

((

(

(

'

)

)

(

(

'

(

)

)

)

'

*

))

)

(

*

(

(

'

(

)

)

)

'

*

))

/

(

(

(

'

)

(

'

(

)

)

(

(

(

'

)

(

)

)

)

(

(

(

'

)

(

'

*

)

)

(

*

(

'

(

)

)

(

*

(

)

)

)

(

*

(

'

*

)

/

(

(

(

'

)

(

'

*

)

)

(

'

(

(

*

)

)

(

)

(

*

)

/

(

(

(

'

)

(

'

*

)

)

(

'

(

(

(

)

)

'

)

)

(

*

)

)

((

(

)

'

(

)

(

)

(

*

)

/

(

(

(

'

)

(

'

*

)

)

(

'

(

(

)

(

*

)

)

(

'

(

(

'

)

(

*

)

)

(

(

(

)

(

*

)

)

(

'

(

(

)

(

*

)

/

(

'

(

(

'

)

(

*

)

)

(

'

(

(

)

(

*

)

)

(

(

(

'

)

(

'

*

)

)

(

(

(

)

(

*

)

!'

主合取范式

定义
!'('(

$

在含有
3

个命题变元的析取式中#若每个命题变元及其否定有且仅

有一个出现#则称该析取式为大项!

例如#两个命题变元
(

和
)

构成的大项有
.

个&

(

)

)

#

(

)

'

)

#

'

(

)

)

#

'

(

'

2!

'

第
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)

'

)

!

-

个命题变元
(

#

)

和
*

构成的大项有
3

个&

(

)

)

)

*

#

(

)

)

)

'

*

#

(

)

'

)

)

*

#

(

)

'

)

)

'

*

#

'

(

)

)

)

*

#

'

(

)

)

)

'

*

#

'

(

)

'

)

)

*

#

'

(

)

'

)

)

'

*

!

一般说来#

3

个命题变元共有
!

3 个大项!

大项的二进制编码为&命题变元按字母顺序排列#命题变元与
,

对应#命题变元

的否定与
"

对应#则得到大项的二进制编码#记为
=

:

#其下标
:

是由二进制编码转化的

十进制数!

3

个命题变元形成的
!

3个大项#分别记为&

=

,

#

=

"

#.#

=

!

3

;

"

!有时下标也直

接用二进制编码表示!

表
"

!

"1

列出了两个命题变元
(

和
)

生成的
.

个大项的真值表及编码表示!

表
!

!

!'

$

两个命题变元
(

和
)

生成的
%

个大项的真值表及编码表示

=

(二进制)

=

,,

=

,"

=

",

=

""

( ) (

)

) (

)

'

)

'

(

)

)

'

(

)

'

)

, , , " " "

, " " , " "

" , " " , "

" " " " " ,

=

(十进制)

=

,

=

"

=

!

=

-

从这个真值表中可以看到#任意两个大项都不等价!

这个结论可以推广到
-

个及
-

个以上变元的情况!

由真值表可得到大项具有如下性质&

"

)各大项的真值表都不相同!

!

)每个大项当其真值指派与对应的二进制编码相同时#其真值为假#其余
!

3

;

"

种指派的真值均为真!

-

)任意两个不同大项的析取式是永真式!例如
=

,,

)

=

",

&

(

(

)

)

)

)

(

'

(

)

)

)

/

(

)

'

(

)

)

/

!

!

.

)全体大项的合取式必为永假式!

定义
!'(')

$

由若干个不同的大项组成的合取式称为主合取范式!与公式
/

等

价的主合取范式称为
/

的主合取范式!

定理
!'(''

$

任意含
3

个命题变元的非永真式命题公式都存在与之等价的主合

取范式#并且其主合取范式是唯一的!

'

3!

'
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与主析取范式的求解方法相类似#求主合取范式也有真值表法和等值演算法两

种方法!

(

"

)真值表法

定理
!'('(

$

在真值表中#命题公式
/

的真值为假的赋值所对应的大项的合取

即为命题公式
/

的主合取范式!

利用真值表法求主合取范式的基本步骤为&

"

)列出公式的真值表!

!

)将真值表中公式的真值为
,

对应的所有大项进行合取#即得该公式的主合取

范式!

例
!!

$

求(

(

*

)

)

(

)

的主合取范式!

解
$

(

(

*

)

)

(

)

的真值表见表
"

!

"2

!

表
!

!

!(

$

#

(

*

)

$

(

)

的真值表

( ) (

*

)

(

(

*

)

)

(

)

, , " ,

, " " "

" , , ,

" " " "

从上表可看出#公式(

(

*

)

)

(

)

在
,,

行和
",

行处取真值
,

#所以(

(

*

)

)

(

)

/

(

(

)

)

)

(

(

'

(

)

)

)

/

=

,

(

=

!

!

(

!

)等值演算法

具体的求解步骤如下&

"

)求公式
/

的合取范式
/<

$

!

)除去
/<

中所有永真的合取项$

-

)若
/<

的某个简单析取式
0

中不含有某个命题变元
(

#也不含
'

(

#则将
0

展成

形式
0

/

0

)

"

/

0

)

(

(

(

'

(

)

/

(

0

)

(

)

(

(

0

)

'

(

)$

.

)将重复出现的命题变元"永真式项及重复出现的大项都消去$

/

)将大项按顺序排列!

例
!#

$

求(

(

(

)

)

)

(

'

(

(

*

)的主合取范式!

解
$

(

(

(

)

)

)

(

'

(

(

*

)

'

0!

'

第
"

章
$

命题逻辑



/

((

(

(

)

)

)

'

(

)

(

((

(

(

)

)

)

*

)

/

(

(

)

'

(

)

(

(

)

)

'

(

)

(

(

(

)

*

)

(

(

)

)

*

)

/

(

'

(

)

)

)

(

(

(

)

*

)

(

(

)

)

*

)

/

((

'

(

)

)

)

)

(

*

(

'

*

))

(

(

(

)

(

)

(

'

)

)

)

*

)

(

((

(

(

'

(

)

)

)

)

*

)

/

(

'

(

)

)

)

*

)

(

(

'

(

)

)

)

'

*

)

(

(

(

)

)

)

*

)

(

(

(

)

'

)

)

*

)

(

(

(

)

)

)

*

)

(

(

'

(

)

)

)

*

)

/

(

'

(

)

)

)

*

)

(

(

'

(

)

)

)

'

*

)

(

(

(

)

)

)

*

)

(

(

(

)

'

)

)

*

)

&

=

,

(

=

!

(

=

.

(

=

/

-'

主析取范式和主合取范式的关系

由命题公式
/

的主析取范式可求得其主合取范式#反之亦然!

事实上#注意到小项
9

:

与大项
=

:

满足
'

9

:

/

=

:

#

'

=

:

/

9

:

!

例如#

9

/

&

(

(

'

)

(

*

#

=

/

&

'

(

)

)

)

'

*

!

在含有
3

个命题变元的命题公式
/

中#如果
/

的主析取范式中含有
>

个小项
9

?

"

#

9

?

!

#.#

9

?

>

#则
'

/

的主析取范式中必含
!

3

;

>

个小项
9

:

"

#

9

:

!

#.#

9

:

!

3

;>

#即

'

/

/

9

:

"

)

9

:

!

)

.

)

9

:

!

3

;>

/

/'

(

9

:

"

)

9

:

!

)

.

)

9

:

!

3

;>

)

/'

9

:

"

(

'

9

:

!

(

.

(

'

9

:

!

3

;>

/

=

:

"

(

=

:

!

(

.

(

=

:

!

3

;>

则
/

的主合取范式中含有
!

3

;

>

个大项#且
/

的主合取范式为
=

:

"

(

=

:

!

(

.

(

=

:

!

3

;>

!因此#根据公式的主析(合)取范式可以写出相应的主合(析)取范式!

如例
"!

中的主合取范式为
=

,

(

=

!

(

=

.

(

=

/

已求出#则主析取范式为
9

"

)

9

-

)

9

1

)

9

2

#然后写出相应的小项即可!

例
!$

$

求
'

(

(

(

)

)

+'

(

'

(

*

*

)的主析取范式与主合取范式!

解
$'

(

(

(

)

)

+'

(

'

(

*

*

)

/

(

'

(

(

(

)

)

*

'

(

'

(

*

*

))

(

(

'

(

'

(

*

*

)

*

'

(

(

(

)

))

/

((

(

(

)

)

)

'

(

'

(

*

*

))

(

((

'

(

*

*

)

)

'

(

(

(

)

))

/

((

(

(

)

)

)

(

'

(

(

'

*

))

(

((

(

)

*

)

)

(

'

(

)

'

)

))

/

(

(

)

'

*

)

(

(

'

(

)

)

)

(

(

)

)

'

*

)

'
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