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第一章 　 行列式

行列式的概念是在研究线性方程组的解的过程中产生的．如今，它在数学的许多分支

中都有着非常广泛的应用，是常用的一种计算工具．特别是在本门课程中，它是研究后面线

性方程组、矩阵及向量组的线性相关性的一种重要工具．本章主要介绍全排列、逆序数、狀阶

行列式的概念、性质、计算方法及克莱姆法则．

§１．１　 二阶行列式和三阶行列式

在许多实际问题中，人们常常会遇到求解线性方程组的问题．我们在初等数学中曾经

学过如何求解二元一次方程组和三元一次方程组．例如，二元一次方程组

犪１１狓１＋犪１２狓２ ＝犫１，

犪２１狓１＋犪２２狓２ ＝犫２
烅
烄

烆 ．
（１．１）

其中狓犻（犻＝１，２）表示未知量，犪犻犼（犻＝１，２；犼＝１，２）表示未知量的系数，犫犻（犻＝１，２）表示常

数项．当犪１１犪２２－犪１２犪２１ ≠０时，用消元法可求得（１．１）的唯一解

狓１ ＝
犫１犪２２－犪１２犫２
犪１１犪２２－犪１２犪２１

，

狓２ ＝
犪１１犫２－犫１犪２１
犪１１犪２２－犪１２犪２１

烅

烄

烆
．

（１．２）

定义１．１　 我们用记号

犪１１ 犪１２

犪２１ 犪２２
（１．３）

表示代数和犪１１犪２２－犪１２犪２１，称为二阶行列式，即

犪１１ 犪１２

犪２１ 犪２２
＝犪１１犪２２－犪１２犪２１． （１．４）

·１·
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其中犪犻犼（犻＝１，２；犼＝１，２）称为行列式的元素．犪犻犼的下标犻表示它所在行的序号，称为行标，

犪犻犼 的下标犼表示它所在列的序号，称为列标．

二阶行列式表示的代数和，可以用画线（图１．１）的方法记忆，即实线（称为行列式的主

对角线）联结的两个元素的乘积减去虚线（称为行列式的副对角线）联结的两个元素的乘

积，这种方法称为对角线法则．

图１．１

例如，根据定义，（１．１）的唯一解可以用行列式的形式表示，

狓１ ＝

犫１ 犪１２

犫２ 犪２２

犪１１ 犪１２

犪２１ 犪２２

，狓２ ＝

犪１１ 犫１

犪２１ 犫２

犪１１ 犪１２

犪２１ 犪２２

．

若记

犇＝
犪１１ 犪１２

犪２１ 犪２２
，犇１ ＝

犫１ 犪１２

犫２ 犪２２
，犇２ ＝

犪１１ 犫１

犪２１ 犫２
，

则当犇≠０时，方程组（１．１）的唯一解可简单表示为狓犼 ＝
犇犼
犇
（犼＝１，２）．

其中犇称作方程组（１．１）的系数行列式，犇犼（犼＝１，２）就是用方程组的常数列代替系数行列

式的第犼列所得的行列式．

例１．１　 求解方程组
２狓１＋３狓２ ＝８，

狓１－２狓２ ＝－３
烅
烄

烆 ．

解 　 计算二阶行列式

犇＝
２ ３

１ －２
＝２×（－２）－３×１＝－７，

犇１ ＝
８ ３

－３ －２
＝８×（－２）－３×（－３）＝－７，犇２ ＝

２ ８

１ －３
＝２×（－３）－８×

１＝－１４．因犇＝－７≠０，故所给方程组有唯一解

狓１ ＝
犇１
犇
＝
－７

－７
＝１，狓２ ＝

犇２
犇
＝
－１４

－７
＝２．

例１．２　 设犇＝
λ
２ ２

λ １
，问：（１）当λ为何值时犇 ＝０，（２）当λ为何值时犇 ≠０．

·２·

　　　线性代数



解 犇＝
λ
２ ２

λ １
＝λ

２·１－２·λ＝λ
２
－２λ，

令λ
２
－２λ＝０，则λ＝０或λ＝２．因此可得

（１）当λ＝０或λ＝２时，犇＝０；（２）当λ≠０且λ≠２时，犇≠０．

对于三元一次方程组有类似的结论．对于三元一次方程组

犪１１狓１＋犪１２狓２＋犪１３狓３ ＝犫１，

犪２１狓１＋犪２２狓２＋犪２３狓３ ＝犫２，

犪３１狓１＋犪３２狓２＋犪３３狓３ ＝犫３

烅

烄

烆 ，

（１．５）

我们引入三阶行列式的定义．

定义１．２　 我们用记号

犪１１ 犪１２ 犪１３

犪２１ 犪２２ 犪２３

犪３１ 犪３２ 犪３３

（１．６）

表示代数和犪１１犪２２犪３３＋犪１２犪２３犪３１＋犪１３犪２１犪３２－犪１１犪２３犪３２－犪１２犪２１犪３３－犪１３犪２２犪３１，称为三阶行列

式．即

犪１１ 犪１２ 犪１３

犪２１ 犪２２ 犪２３

犪３１ 犪３２ 犪３３

＝犪１１犪２２犪３３＋犪１２犪２３犪３１＋犪１３犪２１犪３２－犪１１犪２３犪３２－犪１２犪２１犪３３－犪１３犪２２犪３１．（１．７）

三阶行列式的计算遵循如图１．２所示的三角形法则．

图１．２

三条实线看做是平行于主对角线的联线，实线上的三个元素的乘积赋予“＋”号，三条虚线

看做是平行于副对角线的联线，虚线上的三个元素的乘积赋予“－”号．

记

犇＝

犪１１ 犪１２ 犪１３

犪２１ 犪２２ 犪２３

犪３１ 犪３２ 犪３３

，犇１ ＝

犫１ 犪１２ 犪１３

犫２ 犪２２ 犪２３

犫３ 犪３２ 犪３３

，

·３·
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犇２ ＝

犪１１ 犫１ 犪１３

犪２１ 犫２ 犪２３

犪３１ 犫３ 犪３３

，犇３ ＝

犪１１ 犪１２ 犫１

犪２１ 犪２２ 犫２

犪３１ 犪３２ 犫３

，

若系数行列式犇≠０，则方程组（１．５）有唯一解：

狓１ ＝
犇１
犇
， 狓２ ＝

犇２
犇
， 狓３ ＝

犇３
犇
．

其中犇称作方程组（１．５）的系数行列式，犇犼（犼＝１，２，３）就是用方程组的常数列代替系

数行列式的第犼列所得的行列式．

例１．３　 计算三阶行列式犇＝

１ －２ １

２ １ －３

－１ １ －１

．

解 　 用三角形法则计算行列式

犇＝１×１×（－１）＋（－２）×（－３）×（－１）＋１×２×１－１×（－３）×１－（－２）×２

×（－１）－１×１×（－１）＝－５．

例１．４　 求解方程犇＝

１ １ １

２ ３ 狓

４ ９ 狓２

＝０．

解 　 方程左端犇＝３狓
２
＋４狓＋１８－１２－９狓－２狓

２
＝狓

２
－５狓＋６，

由狓２－５狓＋６＝０解得狓＝２或狓＝３．

例１．５　 解三元线性方程组

狓１－２狓２＋狓３ ＝－２，

２狓１＋狓２－３狓３ ＝１，

－狓１＋狓２－狓３ ＝０

烅

烄

烆 ．

解 　 由于方程组的系数行列式

犇＝

１ －２ １

２ １ －３

－１ １ －１

＝－５≠０，犇１ ＝

－２ －２ １

１ １ －３

０ １ －１

＝－５，

犇２ ＝

１ －２ １

２ １ －３

－１ ０ －１

＝－１０，犇３ ＝

１ －２ －２

２ １ １

－１ １ ０

＝－５，

故所求方程组的解为：

·４·
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狓１ ＝
犇１
犇
＝１，狓２ ＝

犇２
犇
＝２，狓３ ＝

犇３
犇
＝１．

§１．２　 全排列及其逆序数

用三角形法则计算行列式，虽然直观，但对于四阶及更高阶行列式，该方法就不适用

了．为了求解四元及四元以上的线性方程组，需要把二、三阶行列式的概念进一步推广．为

了给出狀阶行列式的概念，这里引入全排列与逆序数的概念和性质．

定义１．３　 由１，２，…，狀组成的一个有序数组称为一个狀级排列．

狀级排列共有狀！种．

称排列１２…狀为自然排列．

例如，自然数１，２，３构成的不同排列有３！＝６种，分别是１２３，２３１，３１２，１３２，２１３，３２１．

定义１．４　在一个排列中，如果一对数的前后位置与大小顺序相反，即前面的数大于后

面的数，那么它们就称为一个逆序，一个排列中逆序的总数就称为这个排列的逆序数．

例如，在３１２４这个排列中，构成逆序的数对有３２，３１，因此τ（３１２４）＝２．在４１３２这个排

列中，构成逆序的数对有４１，４３，４２，３２，因此τ（４１３２）＝４．

定义１．５　 逆序数为偶数的排列称为偶排列，逆序数为奇数的排列称为奇排列．

例如，３２１为奇排列，４１３２为偶排列．按照逆序数的定义，计算逆序数有如下思路：按此

排列的次序分别算出每个数的后面比它小的数的个数，然后求和．

例１．６　 求下列排列的逆序数，并讨论其奇偶性：

（１）３６４１５２；　　　 （２）狀（狀－１）…２１．

解 　（１）在排列３６４１５２中：

“３”后面有２个小于它的数：１、２；

“６”后面有４个小于它的数：４、１、５、２；

“４”后面有２个小于它的数：１、２；

“１”后面有０个小于它的数；

“５”后面有１个小于它的数：２；

“２”后面有０个小于它的数．

因此，这个排列的逆序数为

·５·
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τ（３６４１５２）＝２＋４＋２＋０＋１＋０＝９．

这是一个奇排列．

（２）同理可得：

τ［狀（狀－１）…２１］＝ （狀－１）＋（狀－２）＋…＋２＋１＋０＝
狀（狀－１）

２
．

易见当狀＝４犽，４犽＋１时，该排列是偶排列；当狀＝４犽＋２，４犽＋３时，该排列是奇排列．

定义１．６　把一个排列中某两个元素的位置互换，而其余元素的位置不动，就得到一个

新的排列，这样从一个排列到另一个排列的变换称为对换，元素犻与犼的对换记作（犻，犼）．将

两个相邻的元素对换，称为相邻对换．

例如，经过（２，３）对换，排列３２１就变成２３１，由于３２１是奇排列，而２３１是偶排列，这样

施行一次对换改变了３２１排列的奇偶性；又如，经过（１，３）对换，排列３２１就变成１２３，由于

３２１是奇排列，而１２３是偶排列，这样施行一次对换同样也改变了３２１排列的奇偶性．

定理１．１　 一个排列中的任意两个元素对换，排列改变奇偶性．

证 　 先证相邻对换的特殊情形．即排列

……犻犼……

经相邻对换（犻，犼），变成排列

……犼犻……，

比较上面两个排列的逆序数．显然，犻，犼以外的数彼此间的逆序情况在两个排列中是一样

的；犻，犼以外的数与犻或犼的逆序情况在两个排列中也是一样的．现在看犻，犼，若犻＜犼，则经对

换（犻，犼）后，逆序数增加１，即后一排列的逆序数比前一排列多１；若犻＞犼，则经对换（犻，犼）后，

逆序数减少１，即后一排列的逆序数比前一排列少１．无论哪种情形，都改变了排列的奇偶

性．这就证明了相邻对换改变排列的奇偶性．

再证一般情形．设排列

……犻犽１犽２…犽狊犼……

经对换（犻，犼），变成排列

……犼犽１犽２…犽狊犻……，

容易看出，这一对换（犻，犼）可以通过如下２狊＋１次相邻对换来实现．即将排列

……犻犽１犽２…犽狊犼……

经狊次相邻对换变成如下排列

……犽１犽２…犽狊犻犼……，

再经狊＋１次相邻对换变成排列

·６·
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……犼犽１犽２…犽狊犻……，

由于每 作 一 次 相 邻 对 换 便 改 变 排 列 的 奇 偶 性，而 ２狊＋１ 为 奇 数，因 此 排 列

……犻犽１犽２…犽狊犼…… 与排列 ……犼犽１犽２…犽狊犻…… 的奇偶性相反．这就证明了在一般情形下，

对换改变排列的奇偶性．

推论１．１　 在全部狀级排列中，奇、偶排列的个数相等，各有
狀！

２
个．

推论１．２　 奇（偶）排列变成自然排列的对换次数为奇（偶）数．

读者可自行证明．

§１．３　狀阶行列式

在引入二阶、三阶行列式的概念以后，二元、三元一次方程组的解可以有简单明了的表

示．所以我们希望把二、三阶行列式的概念推广到一般的狀阶行列式，并能用行列式把一般

的狀元一次方程组的解表示出来．下面先研究二、三阶行列式的结构．

观察二阶行列式和三阶行列式

犪１１ 犪１２

犪２１ 犪２２
＝犪１１犪２２－犪１２犪２１，

犪１１ 犪１２ 犪１３

犪２１ 犪２２ 犪２３

犪３１ 犪３２ 犪３３

＝犪１１犪２２犪３３＋犪１２犪２３犪３１＋犪１３犪２１犪３２

－犪１１犪２３犪３２－犪１２犪２１犪３３－犪１３犪２２犪３１．

可以发现如下的一些规律：

（１）项数正好是阶数的阶乘：每一项的元素的行标排成自然排列时，列标都是它的某一

排列，即二阶行列式的项数为２！，三阶行列式的项数为３！；

（２）每一项都是不同行不同列的三个元素的乘积；

（３）带“＋”号和“－”号的项数各占一半，而且当行标依自然顺序排好以后，其符号与列

标排列的逆序数有关，偶排列的带“＋”号，奇排列的带“－”号．即三阶行列式带正号的三项

的列标排列是１２３，２３１，３１２，均为偶排列，带负号的三项的列标排列是１３２，２１３，３２１，均为奇

排列．
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因此，二阶、三阶行列式可分别写为

犪１１ 犪１２

犪２１ 犪２２
＝∑

犼１犼２

（－１）τ
（犼１犼２）犪１犼１犪２犼２，

犪１１ 犪１２ 犪１３

犪２１ 犪２２ 犪２３

犪３１ 犪３２ 犪３３

＝∑
犼１犼２犼３

（－１）τ
（犼１犼２犼３）犪１犼１犪２犼２犪３犼３，

其中∑
犼１犼２

表示对１，２两个数的所有排列犼１犼２ 求和，∑
犼１犼２犼３

表示对１，２，３三个数的所有排列

犼１犼２犼３ 求和．

根据这个规律，我们给出狀阶行列式的定义．

定义１．７　 用狀
２ 个元素犪犻犼（犻，犼＝１，２…狀）组成的记号

犇＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

称为狀阶行列式，简记为犱犲狋（犪犻犼）或 犪犻犼 ．它表示所有可能取自不同的行不同的列的狀个元

素乘积的代数和，其值为犇＝ ∑
犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１犪２犼２…犪狀犼狀，其中∑

犼１犼２…犼狀

表示对所有狀阶排列

求和．即

犇＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

＝ ∑
犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１犪２犼２…犪狀犼狀

或有等价定义

犇＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

＝∑
犻
１
犻
２
…犻

狀

（－１）τ
（犻
１
犻
２
…犻

狀
）
犪犻

１
１犪犻

２
２…犪犻

狀
狀．

特别地，一阶行列式 犪１１ ＝犪１１（注意：这里“狘 狘”不是绝对值）．

例１．７　 计算下列行列式
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１ ０ ０ ０

０ ２ ０ ０

０ ０ ３ ０

０ ０ ０ ４

．

解 　 因为由行列式的定义知，行列式中不为０的项只有犪１１犪２２犪３３犪４４ 这一项，且有

τ（１２３４）＝０，即这一项前面的符号为正号，所以

１ ０ ０ ０

０ ２ ０ ０

０ ０ ３ ０

０ ０ ０ ４

＝１·２·３·４＝２４．

例１．８　 计算上三角形行列式

犇＝

犪１１ 犪１２ 犪１３ … 犪１狀

０ 犪２２ 犪２３ … 犪２狀

   　 

０ ０ ０ … 犪狀狀

．

解　根据定义犇＝∑
犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１犪２犼２…犪狀犼狀，在此行列式中，当犼狆＜狆时，元素犪狆犼狆

＝０，故在定义式中，可能不为零的项中的任意因子犪狆犼狆 必须满足关系犼狆 ≥狆，即

犼１ ≥１，犼２ ≥２，…犼狀－１ ≥狀－１，犼狀 ≥狀

同时成立．据此，可从后往前依次推得

犼狀 ＝狀，犼狀－１ ＝狀－１，…犼２ ＝２，犼１ ＝１，

于是，能满足上述关系的列标排列只有一个标准排列１２…狀，τ（１２…狀）＝０．故有

犇＝犪１１犪２２…犪狀狀．

同理可得下三角行列式

犇＝

犪１１ ０ ０ … ０

犪２１ 犪２２ ０ … ０

   

犪狀１ 犪狀２ 犪狀３ … 犪狀狀

＝犪１１犪２２…犪狀狀

和对角行列式
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犪１１ ０ … ０

０ 犪２２ … ０

  

０ ０ … 犪狀狀

＝犪１１犪２２…犪狀狀，

即三角行列式和对角行列式的值都等于主对角线元素的乘积．

例１．９　 用行列式的定义计算犇狀 ＝

０ ０ … ０ １ ０

０ ０ … ２ ０ ０

    

狀－１ ０ … ０ ０ ０

０ ０ … ０ ０ 狀

．

解 　犇狀 ＝ （－１）
犖犪１狀－１犪２狀－２…犪狀－１１犪狀狀 ＝ （－１）

犖１·２…（狀－１）·（狀－２）·狀

＝ （－１）
犖狀！，

其中，

犖 ＝τ［（狀－１）（狀－２）…２１狀］＝

（狀－２）＋（狀－１）＋…＋１＋０＋０＝
（狀－１）（狀－２）

２
．

所以，犇狀 ＝ （－１）
（狀－１）（狀－２）

２

狀！．

例１．１０　（填空题）多项式犳（狓）＝

狓 －１ ０ 狓

２ ２ ３ 狓

－７ １０ ４ ３

１ －７ １ 狓

中的常数项是 ．

解 　用行列式定义考察展开式中不含狓的非零项．第四列只有（３，４）处没有狓，故必取

（３，４）处元素３，第一行必取（１，２）处元素－１，因此可以看出只有（１，２），（２，１），（３，４），（４，３）

处元素的乘积及（１，２），（２，３），（３，４），（４，１）处元素的乘积为非零常数项，该二项和为

（－１）τ
（２１４３）（－１）×２×３×１＋（－１）τ

（２３４１）（－１）×３×３×１＝－６＋９＝３．

§１．４　 行列式的性质

用行列式的定义计算行列式，三阶行列式有６项，四阶行列式有２４项，五阶行列式有
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１２０项 …，行列式的阶数越大，运算量就越大，其增长速度是惊人的．为此，下面将介绍行列

式的基本性质，利用这些性质可简化行列式的计算，而且这些性质在行列式的理论研究中

也有着非常重要的作用．

定义１．８　 设

犇＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

，

将犇的行与列互换，得到一个新的行列式，记为

犇犜 ＝

犪１１ 犪２１ … 犪狀１

犪１２ 犪２２ … 犪狀２

  

犪１狀 犪２狀 … 犪狀狀

，

则称犇犜 为犇 的转置行列式 ．

性质１．１　 行列式与其转置行列式的值相等，即犇
犜
＝犇．

证 　 设犇
犜
＝

犫１１ 犫１２ … 犫１狀

犫２１ 犫２２ … 犫２狀

  

犫狀１ 犫狀２ … 犫狀狀

，则犫犻犼 ＝犪犼犻（犻，犼＝１，２，…，狀）．

由定义１．７知

犇犜 ＝∑
犻
１
犻
２
…犻

狀

（－１）τ
（犻
１
犻
２
…犻

狀
）
犫１犻

１
犫２犻

２

…犫狀犻
狀

＝∑
犻
１
犻
２
…犻

狀

（－１）τ
（犻
１
犻
２
…犻

狀
）
犪犻

１
１犪犻

２
２…犪犻

狀
狀

＝∑
犻
１
犻
２
…犻

狀

（－１）τ
（犻
１
犻
２
…犻

狀
）
犪１犻

１
犪２犻

２

…犪狀犻
狀
＝犇．

性质１．１说明，行列式中的行与列具有相同的地位，行列式的行具有的性质，它的列也

同样具有，反之亦然．

例如 　 若犇＝

１ ２ ３

－１ ０ １

槡０ １ ２

，则犇犜 ＝

１ －１ ０

２ ０ １

槡３ １ ２

＝犇．

性质１．２　 交换行列式的两行（列），行列式的值变号．即
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犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪狆１ 犪狆２ … 犪狆狀

  

犪狇１ 犪狇２ … 犪狇狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

＝－

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪狇１ 犪狇２ … 犪狇狀

  

犪狆１ 犪狆２ … 犪狆狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

．

证 　 左端 ＝ ∑
犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１…犼狆…犼狇…犼狀）犪１犼１…犪狆犼狆…犪狇犼狇…犪狀犼狀，

该展开式中的每一项犪１犼１…犪狆犼狆…犪狇犼狇…犪狀犼狀 也是右端展开式中的项．

现在看项犪１犼１…犪狆犼狆…犪狇犼狇…犪狀犼狀 在右端展开式中应带的符号．由于交换第狆行和第狇行

后，犪狆犼狆 在右端行列式中位于第狇 行第犼狆 列；而犪狇犼狇 则位于第狆 行第犼狇 列，所以这一项

犪１犼１…犪狆犼狆…犪狇犼狇…犪狀犼狀 的行标与列标所成的排列分别是

１…狇…狆…狀

和

犼１…犼狆…犼狇…犼狀．

所以犪１犼１…犪狆犼狆…犪狇犼狇…犪狀犼狀 作为右端行列式的展开式中的项，它的前面所带的符号是

（－１）τ
（１…狇…狆…狀）＋τ（犼１…犼狆…犼狇…犼狀）＝－（－１）τ

（犼１…犼狆…犼狇…犼狀），

故有左端 ＝ 右端．

例如

１ ２ ３

４ ５ ６

７ ８ ９

＝－

７ ８ ９

４ ５ ６

１ ２ ３

．

推论 　 若行列式中有两行（列）的对应元素相同，则此行列式为零．

性质１．３　 用一个数犽乘行列式的某一行（列），等于用数犽乘此行列式，即

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犽犪犻１ 犽犪犻２ … 犽犪犻狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

＝犽

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪犻１ 犪犻２ … 犪犻狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

．

换句话说，若行列式某行（列）元素有公因子犽，则可以把它提到行列式符号外面．

·２１·

　　　线性代数



证 　 由行列式的定义有

犽

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪犻１ 犪犻２ … 犪犻狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

＝犽∑
犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１…犪犻犼犻…犪狀犼狀

＝ ∑
犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１…（犽犪犻犼犻）…犪狀犼狀 ＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犽犪犻１ 犽犪犻２ … 犽犪犻狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

．

特别地，当犽＝０时，行列式等于零．

性质１．４　 如果行列式中有两行（列）元素对应成比例，则行列式的值等于零．

证　利用性质１．３可将这两行（列）的比例系数提到行列式的外面，则余下的行列式有

两行（列）对应元素相同，由性质１．２可知行列式的值为零．

性质１．５　 如果行列式中某一行（列）的每一个元素都可写成两数之和，则该行列式可

以表示成两个相应行列式的和．即如果

犇＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪犻１＋犪′犻１ 犪犻２＋犪′犻２ … 犪犻狀＋犪′犻狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

，

犇１ ＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪犻１ 犪犻２ … 犪犻狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

，犇２ ＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪′犻１ 犪′犻２ … 犪′犻狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

，

则犇＝犇１＋犇２．

证 　 因为行列式犇的值为

犇＝ ∑
犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１…（犪犻犼犻 ＋犪′犻犼犻）…犪狀犼狀
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＝ ∑
犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１…犪犻犼犻…犪狀犼狀 ＋∑

犼１犼２…犼狀

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１…犪′犻犼犻…犪狀犼狀

＝犇１＋犇２，

所以犇＝犇１＋犇２．

例如 　
２ ３

１ １
＝
１＋１ ３＋０

１ １
＝
１ ３

１ １
＋
１ ０

１ １
．

但一般来说下式是不成立的，

犪１１＋犫１１ 犪１２＋犫１２

犪２１＋犫２１ 犪２２＋犫２２
≠
犪１１ 犪１２

犪２１ 犪２２
＋
犫１１ 犫１２

犫２１ 犫２２
．

性质１．６　 将行列式中某行（列）的所有元素同乘以数犽加到另一行（列）对应的元素

上，行列式的值不变．

证 　 利用性质１．４和性质１．５可得性质１．６的证明．

利用这些性质可简化行列式的计算．今后为表示方便，记狉犻表示第犻行，犮犼表示第犼列．

狉犻狉犼（犮犻犮犼）表示交换犻行（列）和犼行（列）的元素；狉犻×犽（犮犻×犽）表示第犻行（列）的元素

乘以数犽；狉犻＋犽狉犼（犮犻＋犽犮犼）表示第犼行（列）的元素乘以犽再加到第犻行（列）上去．

例１．１１　 计算犇＝

３ １ １ １

１ ３ １ １

１ １ ３ １

１ １ １ ３

．

解 　注意到行列式的各列４个数之和都是６．故把第２，３，４行同时加到第１行，可提出

公因子６，再由各行减去第一行化为上三角形行列式．

犇＝

６ ６ ６ ６

１ ３ １ １

１ １ ３ １

１ １ １ ３

＝６

１ １ １ １

１ ３ １ １

１ １ ３ １

１ １ １ ３

狉２－狉１

狉３－狉１

狉４－狉１

　６

１ １ １ １

０ ２ ０ ０

０ ０ ２ ０

０ ０ ０ ２

＝４８．

计算行列式常用的一种方法就是运用狉犻＋犽狉犼（犮犻＋犽犮犼）把行列式化为上三角行列式（或

下三角行列式），从而算得行列式的值．

例１．１２　 计算犇４ ＝

犪１ －犪１ ０ ０

０ 犪２ －犪２ ０

０ ０ 犪３ －犪３

１ １ １ １

．
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解　根据行列式的特点，可将第１列加至第２列，然后将第２列加至第３列，再将第３列

加至第４列，目的是使犇４ 中的零元素增多．

犇４ ＝

犪１ ０ ０ ０

０ 犪２ －犪２ ０

０ ０ 犪３ －犪３

１ ２ １ １

＝

犪１ ０ ０ ０

０ 犪２ ０ ０

０ ０ 犪３ －犪３

１ ２ ３ １

＝

犪１ ０ ０ ０

０ 犪２ ０ ０

０ ０ 犪３ ０

１ ２ ３ ４

＝４犪１犪２犪３．

例１．１３　 计算犇＝

犪 犫 犮 犱

犪 犪＋犫 犪＋犫＋犮 犪＋犫＋犮＋犱

犪 ２犪＋犫 ３犪＋２犫＋犮 ４犪＋３犫＋２犮＋犱

犪 ３犪＋犫 ６犪＋３犫＋犮 １０犪＋６犫＋３犮＋犱

．

解 　 从第４行开始，后行减前行：

犇＝

犪 犫 犮 犱

０ 犪 犪＋犫 犪＋犫＋犮

０ 犪 ２犪＋犫 ３犪＋２犫＋犮

０ 犪 ３犪＋犫 ６犪＋３犫＋犮

＝

犪 犫 犮 犱

０ 犪 犪＋犫 犪＋犫＋犮

０ ０ 犪 ２犪＋犫

０ ０ 犪 ３犪＋犫

＝

犪 犫 犮 犱

０ 犪 犪＋犫 犪＋犫＋犮

０ ０ 犪 ２犪＋犫

０ ０ ０ 犪

＝犪
４．

§１．５　 行列式按一行（列）展开

一般来说，计算低阶行列式比计算高阶行列式简单，所以本节将介绍一种降阶法，把高

阶行列式化为低阶行列式计算．为此，首先引入余子式和代数余子式的概念．

定义１．９　在狀阶行列式中犇＝犱犲狋（犪犻犼），将元素犪犻犼所在的第犻行第犼列的元素划去后
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剩下的狀－１行狀－１列元素按原来的位置组成的狀－１阶行列式，称为元素犪犻犼的余子式，记

作犕犻犼，称犃犻犼 ＝ （－１）
犻＋犼犕犻犼 为元素犪犻犼 的代数余子式．

例如 　 三阶行列式

犇＝

１ ０ ３

０ １ －４

１ ２ １

中元素犪３１，犪３３ 的余子式和代数余子式分别为

犕３１ ＝
０ ３

１ －４
＝－３，犃３１ ＝ （－１）

３＋１犕３１ ＝－３，

犕３２ ＝
１ ３

０ －４
＝－４，犃３２ ＝ （－１）

３＋２犕３２ ＝４，

犕３３ ＝
１ ０

０ １
＝１，犃３３ ＝ （－１）

３＋３犕３３ ＝１．

下面讨论将狀阶行列式转化为狀－１阶行列式的计算问题．

引理１．１　 如果狀阶行列式犇 ＝犱犲狋（犪犻犼）的第犻行（列）所有元素除犪犻犼 外都是零，则犇

等于犪犻犼 与它的代数余子式犃犻犼 的乘积，即犇＝犪犻犼犃犻犼．

证 　（１）先证犻，犼＝１的情形，此时

犇＝

犪１１ ０ … ０

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

，

犇中第１行除犪１１ 外，其余的元素全为零，根据行列式的定义有

犇＝∑（－１）
τ（犼１犼２…犼狀）犪１犼１犪２犼２…犪狀犼狀

＝∑
犼１＝１

（－１）τ
（１犼２…犼狀）犪１１犪２犼２…犪狀犼狀 ＋∑

犼１≠１

（－１）τ
（犼１犼２…犼狀）犪１犼１犪２犼２…犪狀犼狀，

由于当犼１ ≠１时，犪１犼１ ＝０，故

犇＝∑（－１）
τ（１犼２…犼狀）犪１１犪２犼２…犪狀犼狀

＝犪１１∑（－１）
τ（犼２…犼狀）犪２犼２…犪狀犼狀

＝犪１１犕１１ ＝犪１１（－１）
１＋１犕１１ ＝犪１１犃１１．
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（２）再证一般情形，此时

犇＝

犪１１ … 犪１犼 … 犪１狀

  

０ … 犪犻犼 … ０

  

犪狀１ … 犪狀犼 … 犪狀狀

，

犇中第犻行除犪犻犼外其余的元素都为零．为了利用（１）的结果，可将行列进行调换，使得犪犻犼位

于行列式的左上角．首先把第犻行依次与第犻－１行，第犻－２行，…，第１行作相邻对换，这样

就把第犻行移到第１行上，对换的次数为犻－１次；再把第犼列依次与第犼－１列，第犼－２列，

…，第１列作相邻对换，这样又作了犼－１次对换，把犪犻犼调换到行列式的左上角，总共作了犻＋

犼－２次对换，根据行列式的性质有

犇＝ （－１）
犻＋犼－２

犪犻犼 ０ … ０ ０ … ０

犪１犼 犪１１ … 犪１犼－１ 犪１犼＋１ … 犪１狀

    

犪犻－１犼 犪犻－１１ … 犪犻－１犼－１ 犪犻－１犼＋１ … 犪犻－１狀

犪犻＋１犼 犪犻＋１１ … 犪犻＋１犼－１ 犪犻＋１犼＋１ … 犪犻＋１狀

    

犪狀犼 犪狀１ … 犪狀犼－１ 犪狀犼＋１ … 犪狀狀

，

利用（１）的结果得犇＝ （－１）
犻＋犼－２犪犻犼犕犻犼 ＝ （－１）

犻＋犼犪犻犼犕犻犼 ＝犪犻犼犃犻犼．

定理１．２　狀阶行列式犇 ＝犱犲狋（犪犻犼）等于它的任一行（列）的各元素与其对应元素的代

数余子式乘积之和，即

犇＝犪犻１犃犻１＋犪犻２犃犻２＋…犪犻狀犃犻狀 ＝∑
狀

犽＝１

犪犻犽犃犻犽（犻＝１，２，…狀），

或

犇＝犪１犼犃１犼＋犪２犼犃２犼＋…犪狀犼犃狀犼 ＝∑
狀

犽＝１

犪犽犼犃犽犼（犼＝１，２，…狀）．

证 　 由行列式的性质知
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犇＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪犻１＋０＋…＋０ 犪犻１＋０＋…＋０ … 犪犻１＋０＋…＋０

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

犪犻１ ０ … ０

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

＋

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

０ 犪犻２ … ０

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

＋…＋

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

  

０ ０ … 犪犻狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

．

根据上述引理１．１有

犇＝犪犻１犃犻１＋犪犻２犃犻２＋…＋犪犻狀犃犻狀 ＝∑
狀

犽＝１

犪犻犽犃犻犽（犻＝１，２，…，狀）．

类似可证

犇＝犪１犼犃１犼＋犪２犼犃２犼＋…＋犪狀犼犃狀犼 ＝∑
狀

犽＝１

犪犽犼犃犽犼（犼＝１，２，…，狀）．

此定理称为行列式按行（列）展开法则．在计算上，若直接应用定理１．２展开行列式，一

般情况并不能减少计算量，除非行列式中某一行（列）含有较多的元素为零．若将狀阶行列

式按第犻行（列）展开，第犻行（列）中多一个零元素，就少计算一个狀－１阶行列式，因此在具

体计算时，总是先利用行列式的性质，将某一行（列）元素化成尽可能多的零元素，然后再应

用定理１．２展开计算．

例１．１４　 计算四阶行列式

犇＝

１ ２ ３ ４

１ ０ １ ２

３ －１ －１ ０

１ ２ ０ －５

．

解

犇＝

７ ０ １ ４

１ ０ １ ２

３ －１ －１ ０

７ ０ －２ －５

＝ （－１）×（－１）
３＋２

７ １ ４

１ １ ２

７ －２ －５
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＝

６ ０ ２

１ １ ２

９ ０ －１

＝１×（－１）
２＋２
６ ２

９ －１
＝－６－１８＝－２４．

例１．１５　 求证 　

１ ２ ３ ４ … 狀

１ １ ２ ３ … 狀－１

１ 狓 １ ２ … 狀－２

１ 狓 狓 １ … 狀－３

    

１ 狓 狓 狓 … ２

１ 狓 狓 狓 … １

＝ （－１）
狀＋１狓狀－２．

证 　犇＝

０ １ １ １ … １

０ １－狓 １ １ … １

０ ０ １－狓 １ … １

０ ０ ０ １－狓 … １

    

０ ０ ０ ０ … １－狓

１ 狓 狓 狓 … １

　

１

１

１

１

１

１

１

＝ （－１）
狀＋１

狓 ０ ０ … ０ ０

１－狓 狓 ０ … ０ ０

０ １－狓 狓 … ０ ０

０ ０ １－狓 … ０ ０

    

０ ０ ０ … 狓 ０

０ ０ ０ … １－狓 １

＝ （－１）
狀＋１狓狀－２．

例１．１６　 计算２狀阶行列式

·９１·

第一章　行列式



犇２狀 ＝

犪 犫

… …

犪 犫

犮 犱
… …

烐烏 烑

犮 犱

２狀

（其中未写的元素为０）．

解 　 把犇２狀 中的第２狀行依次与第２狀－１行，…，第２行对调（作２狀－２次相邻对换），

再把第２狀列依次与第２狀－１列，…，第２列对调，得

犇２狀 ＝ （－１）
２（２狀－２）

犪 犫 ０ … … ０

犮 犱 ０ … … ０

０ ０ 犪 犫
… …

  犪 犫

  犮 犱
… …

０ ０ 犮 犱

＝犪

犱 ０ … … ０

０ 犪 犫

… …

…

犪 犫

…

犮 犱
… …

０ 犮 犱

＋犮（－１）
２＋１

犫 ０ … … ０

０ 犪 犫

… …

 犪 犫

 犮 犱
… …

０ 犮 犱

＝犪犱犇２狀－２－犫犮犇２狀－２ ＝ （犪犱－犫犮）犇２（狀－１）．

以此作递推公式，得

犇２狀 ＝ （犪犱－犫犮）犇２（狀－１）＝ … ＝ （犪犱－犫犮）
狀－１犇２ ＝ （犪犱－犫犮）

狀．

例１．１７　 证明范德蒙德（犞犪狀犱犲狉犿狅狀犱犲）行列式
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犇狀 ＝

１ １ … １

狓１ 狓２ … 狓狀

狓２１ 狓２２ … 狓２狀

  

狓狀－１１ 狓狀－１２ … 狓狀－１狀

＝ ∏
１≤犻＜犼≤狀

（狓犼－狓犻）．

而 ∏
１≤犻＜犼≤狀

（狓犼－狓犻）表示所有因子（狓犼－狓犻），犻＜犼的连乘积，即

∏
１≤犻＜犼≤狀

（狓犼－狓犻）＝（狓狀－狓１）（狓狀－１－狓１）…（狓２－狓１）·（狓狀－狓２）（狓狀－１－狓２）…（狓３－狓２）·…（狓狀

－狓狀－２）（狓狀－１－狓狀－２）·（狓狀－狓狀－１）．

证 　 对行列式的阶数狀用数学归纳法．

当狀＝２时，犇２ ＝
１ １

狓１ 狓２
＝狓２－狓１，结论成立．

假设对狀－１阶行列式结论也成立，即犇狀－１＝ ∏
１≤犻＜犼≤狀－１

（狓犼－狓犻）．由犇狀的最后一行开始，

由下而上，依次地用下一行减去上一行的狓１ 倍，得

犇狀 ＝

１ １ １ … １

０ 狓２－狓１ 狓３－狓１ … 狓狀－狓１

０ 狓２（狓２－狓１） 狓３（狓３－狓１） … 狓狀（狓狀－狓１）

   

０ 狓狀－２２ （狓２－狓１） 狓
狀－２
３ （狓３－狓１） … 狓狀－２狀 （狓狀－狓１）

．

然后依第一列展开，并提取各列元素的公因子，得

犇狀 ＝ （狓狀－狓１）（狓狀－１－狓１）…（狓２－狓１）

１ １ … １

狓２ 狓３ … 狓狀

  

狓狀－２２ 狓狀－２３ … 犪狀－２狀

，

上式右端的行列式是狀－１阶范德蒙德行列式，根据归纳假定，得

犇狀 ＝ （狓狀－狓１）（狓狀－１－狓１）…（狓２－狓１）∏
２≤犻＜犼≤狀

（狓犼－狓犻）＝ ∏
１≤犻＜犼≤狀

（狓犼－狓犻）．

行列式的计算方式灵活多样，技巧性也很强．前面的例题只是给出众多方法中的几种，

要想能够熟练计算行列式，必须熟记行列式的性质及按行（列）展开法则，多做习题加以

巩固．

定理１．３　狀阶行列式犇 ＝犱犲狋（犪犻犼）中某一行（列）的各元素和另一行（列）对应元素的
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代数余子式的乘积之和等于零．即

犪犻１犃犼１＋犪犻２犃犼２＋…犪犻狀犃犼狀 ＝∑
狀

犽＝１

犪犻犽犃犻犽 ＝０（犻≠犼），

犪１犻犃１犼＋犪２犻犃２犼＋…犪狀犻犃狀犼 ＝∑
狀

犽＝１

犪犽犻犃犽犼 ＝０（犻≠犼）．

证 　 由于

犪犻１犃犼１＋犪犻２犃犼２＋…犪犻狀犃犼狀 ＝

犪１１ … 犪１狀

 

犪犻１ … 犪犻狀

 

犪犼１ … 犪犼狀

 

犪狀１ … 犪狀狀

，

所以当犻≠犼时，右端行列式中有两行对应元素相同，故行列式等于０，即

犪犻１犃犼１＋犪犻２犃犼２＋…犪犻狀犃犼狀 ＝∑
狀

犽＝１

犪犻犽犃犼犽 ＝０（犻≠犼），

同理可证

犪１犻犃１犼＋犪２犻犃２犼＋…犪狀犻犃狀犼 ＝∑
狀

犽＝１

犪犽犻犃犽犼 ＝０（犻≠犼）．

综合定理１．２和１．３得到关于代数余子式的重要性质：

∑
狀

犽＝１

犪犻犽犃犼犽 ＝
犇 当犻＝犼，

０ 当犻≠犼
烅
烄

烆 ；∑
狀

犽＝１

犪犽犻犃犽犼 ＝
犇， 当犻＝犼，

０， 当犻≠犼
烅
烄

烆 ．

§１．６　 克莱姆法则

从三元线性方程组的解的讨论出发，对更一般的线性方程组进行探讨．本节将应用行

列式讨论一类线性方程组的求解问题．这里只讨论未知量个数和方程个数相等的情形．

设含有狀个未知量，狀个方程的线性方程组为

·２２·
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犪１１狓１＋犪１２狓２＋…＋犪１狀狓狀 ＝犫１，

犪２１狓１＋犪２２狓２＋…＋犪１狀狓狀 ＝犫２，



犪狀１狓１＋犪狀２狓２＋…＋犪狀狀狓狀 ＝犫狀

烅

烄

烆 ．

（１．８）

可简写为∑
狀

犼＝１

犪犻犼狓犼＝犫犻，犻＝１，２，…狀．其中，犪犻犼（犻，犼＝１，２，…狀）称为方程组的系数，犫犻（犻＝１，

２，…狀）称为方程组的常数项．

犇＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

  

犪狀１ 犪狀２ … 犪狀狀

称为方程组的系数行列式．

定理１．４　（克莱姆法则）若方程组（１．８）的系数行列式犇≠０，则它有唯一解，其解为

狓犼 ＝
犇犼
犇
，犼＝１，２，…，狀．其中犇犼是用常数项的元素替换犇 的第犼列所得到的行列式，即

犇犼 ＝

犪１１ … 犪１犼－１ 犫１ 犪１犼＋１ … 犪１狀

犪２１ … 犪２犼－１ 犫２ 犪２犼＋１ … 犪２狀

     

犪狀１ … 犪狀犼－１ 犫狀 犪狀犼＋１ … 犪狀狀

，犼＝１，２，…，狀． （１．９）

证 　 首先证明狓犼 ＝
犇犼
犇
，犼＝１，２，…，狀是方程组（１．８）的解．

把狓犼＝
犇犼
犇
，犼＝１，２，…，狀代入方程组（１．８）的第犻个方程的左边，再按第犇犼列展开行

列式犇犼，得

犪犻１
犇１
犇
＋犪犻２

犇２
犇
＋…＋犪犻狀

犇狀
犇
＝
１

犇∑
狀

犼＝１

犪犻犼犇犼

＝
１

犇∑
狀

犼＝１

犪犻犼∑
狀

狊＝１

犫狊犃狊犼 ＝
１

犇∑
狀

狊＝１
∑
狀

犼＝１

犫狊犪犻犼犃狊犼 ＝
１

犇∑
狀

狊＝１

犫狊∑
狀

犼＝１

犪犻犼犃狊犼，

由定理１．２和１．３可知

∑
狀

犼＝１

犪犻犼犃狊犼 ＝犪犻１犃狊１＋犪犻２犃狊２＋…＋犪犻狀犃狊狀 ＝
犇，犻＝狊，

０， 犻≠狊
烅
烄

烆 ．

所以

·３２·
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犪犻１
犇１
犇
＋犪犻２

犇２
犇
＋…＋犪犻狀

犇狀
犇
＝
１

犇
犫犻∑

狀

犼＝１

犪犻犼犃犻犼 ＝
１

犇
犫犻·犇＝犫犻（犻＝１，２，…，狀）．这就证明

了狓犼 ＝
犇犼
犇
（犼＝１，２，…，狀）是方程组（１．８）的解．

再证方程组（１．８）的解惟一．

设方程组（１．８）有另一个解为狓１ ＝犿１，…狓犼 ＝犿犼，…狓狀 ＝犿狀．于是有

∑
狀

犼＝１

犪犻犼犿犼 ＝犫犼（犻＝１，２…，狀），

分别用犇中第犼列的代数余子式犃１犼，犃２犼，…，犃狀犼 依次乘上式中各方程的两端并相加，左

端为

（∑
狀

犽＝１

犪犽１犃犽犼）犿１＋…＋（∑
狀

犽＝１

犪犽犼犃犽犼）犿犼＋…＋（∑
狀

犽＝１

犪犽狀犃犽犼）犿狀 ＝犇·犿犼，

右端为犫１犃１犼＋犫２犃２犼＋…犫狀犃狀犼 ＝∑
狀

犽＝１

犫犽犃犽犼 ＝犇犼．

于是犿犼＝
犇犼
犇
（犼＝１，２，…狀）与狓犼＝

犇犼
犇
，犼＝１，２，…，狀为同一个解，与假设矛盾．所以

狓犼 ＝
犇犼
犇
，犼＝１，２，…，狀是方程组（１．８）的唯一解．

一般来说，用克莱姆法则求线性方程组的解时，计算量是比较大的．对具体的数字线性

方程组，当未知数较多时往往可用计算机来求解．用计算机求解线性方程组目前已经有了

一整套成熟的方法．

克莱姆法则在一定条件下给出了线性方程组解的存在性、唯一性．与其在计算方面的

作用相比，克莱姆法则更具有重大的理论价值．克莱姆法则可叙述为下面的定理：

定理１．４′　 如果线性方程组（１．８）的系数行列式犇≠０，则（１．８）一定有解，且解是唯

一的．

在解题或证明中，常用到定理１．４′的逆否定理：

定理１．４″　 如果线性方程组（１．８）无解或有两个以上不同的解，则它的系数行列式犇

必为零．

例１．１８　 用克莱姆法则求解线性方程组：

２狓１＋３狓２＋５狓３ ＝２，

狓１＋２狓２ ＝５，

３狓２＋５狓３ ＝４

烅

烄

烆 ．

·４２·
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解 　 因为犇＝

２ ３ ５

１ ２ ０

０ ３ ５

＝

２ ０ ０

１ ２ ０

０ ３ ５

＝２
２ ０

３ ５
＝２×２×５＝２０，

所以犇≠０，由克莱姆法则知方程组有惟一解．

犇１ ＝

２ ３ ５

５ ２ ０

４ ３ ５

＝

－２ ０ ０

５ ２ ０

４ ３ ５

＝ （－２）×２×５＝－２０，

犇２ ＝

２ ２ ５

１ ５ ０

０ ４ ５

＝

０ －８ ５

１ ５ ０

０ ４ ５

＝－

１ ５ ０

０ －８ ５

０ ４ ５

＝－
－８ ５

４ ５
＝６０，

犇３ ＝

２ ３ ２

１ ２ ５

０ ３ ４

＝

０ －１ －８

１ ２ ５

０ ３ ４

＝－

１ ２ ５

０ －１ －８

０ ３ ４

＝－
－１ －８

３ ４
＝－２０．

故方程组的解为，

狓１ ＝
犇１
犇
＝－１，狓２ ＝

犇２
犇
＝３，狓３ ＝

犇３
犇
＝－１．

例１．１９　 设曲线狔＝犪０＋犪１狓＋犪２狓
２
＋犪３狓

３通过四点（１，３）、（２，４）、（３，３）、（４，－３），

求系数犪０，犪１，犪２，犪３．

解 　 把四个点的坐标代入曲线方程，得线性方程组

犪０＋犪１＋犪２＋犪３ ＝３，

犪０＋２犪１＋４犪２＋８犪３ ＝４，

犪０＋３犪１＋９犪２＋２７犪３ ＝３，

犪０＋４犪１＋１６犪２＋６４犪３ ＝－３

烅

烄

烆 ．

其系数行列式犇＝

１ １ １ １

１ ２ ４ ８

１ ３ ９ ２７

１ ４ １８ ６４

＝１·２·３·１·２·１＝１２，

而犇１ ＝

３ １ １ １

４ ２ ４ ８

３ ３ ９ ２７

－３ ４ １６ ６４

＝

０ １ ０ ０

－２ ２ ２ ４

－６ ３ ６ １８

－１５ ４ １２ ４８

＝ （－１）
３

－２ ２ ４

－６ ６ １８

－１５ １２ ４８

·５２·
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＝－

０ ２ ４

０ ６ １８

－３ １２ ４８

＝－（－３）
２ ４

６ １８
＝３６；

类似地，计算得：

犇２ ＝

１ ３ １ １

１ ４ ４ ８

１ ３ ９ ２７

１ －３ １６ ６４

＝－１８；犇３ ＝

１ １ ３ １

１ ２ ４ ８

１ ３ －３ ２７

１ ４ ３ ６４

＝２４；

犇４ ＝

１ １ １ ３

１ ２ ４ ４

１ ３ ９ ３

１ ４ １６ －３

＝－６．

故由克莱姆法则，得惟一解

犪０ ＝３，犪１ ＝－
３

２
，犪２ ＝２，犪３ ＝－

１

２
，

即曲线方程为

狔＝３－
３

２
狓＋２狓

２
－
１

２
狓３．

例１．２０　 设方程组

狓＋狔＋狕＝犪＋犫＋犮，

犪狓＋犫狔＋犮狕＝犪
２
＋犫

２
＋犮

２，

犫犮狓＋犮犪狔＋犪犫狕＝３犪犫犮

烅

烄

烆 ．

试问犪，犫，犮满足什么条件时，方程

组有惟一解，并求出惟一解．

解

犇＝

１ １ １

犪 犫 犮

犫犮 犮犪 犪犫

＝

０ ０ １

犪－犫 犫－犮 犮

犮（犫－犪） 犪（犮－犫） 犪犫

＝ （犪－犫）（犫－犮）

０ ０ １

１ １ 犮

－犮 －犪 犪犫

＝ （犪－犫）（犫－犮）
１ １

－犮 －犪

＝ （犪－犫）（犫－犮）（犮－犪）．

显然，当犪，犫，犮互不相等时，犇≠０，该方程组有惟一解．又

·６２·
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犇１ ＝

犪＋犫＋犮 １ １

犪２＋犫
２
＋犮

２ 犫 犮

３犪犫犮 犮犪 犪犫

＝

犪 １ １

犪２ 犫 犮

犪犫犮 犮犪 犪犫

＝犪

１ １ １

犪 犫 犮

犫犮 犮犪 犪犫

＝犪犇．

同理可得犇２ ＝犫犇，犇３ ＝犮犇，于是

狓＝
犇１
犇
＝犪，狔＝

犇２
犇
＝犫，狕＝

犇３
犇
＝犮．

定义１．１０　 若方程组（１．８）的右边的常数犫犻都为零，即

犪１１狓１＋犪１２狓２＋…＋犪１狀狓狀 ＝０，

犪２１狓１＋犪２２狓２＋…＋犪１狀狓狀 ＝０，



犪狀１狓１＋犪狀２狓２＋…＋犪狀狀狓狀 ＝０

烅

烄

烆 ．

（１．１０）

则称它为齐次线性方程组，而把方程组（１．８）称为非齐次线性方程组．

显然，齐次方程组总有解狓１＝狓２＝…＝狓狀＝０就是一组解，我们称它为零解．若一组

解狓１，狓２，…狓狀不全为零，则称为非零解．现在要讨论齐次线性方程组（１．１０）除了零解外，是

否还有非零解．若齐次线性方程组（１．１０）的系数行列式犇≠０，因犇犼中有一列为零，故犇犼

＝０，狓犼＝
犇犼
犇
＝０，犐＝１，２，…狀．从而齐次线性方程组（１．１０）仅有零解．于是有如下等价的

结论：

定理１．５　 如果齐次线性方程组（１．１０）有非零解，则犇＝０．

证　假设齐次线性方程组（１．１０）的系数行列式犇≠０，则齐次线性方程组（１．１０）仅有

零解，这与齐次线性方程组（１．１０）有非零解矛盾．所以，犇＝０．

推论１．３　 如果齐次线性方程组（１．１０）的系数行列式犇 ≠０，则齐次线性方程组

（１．１０）没有非零解．

例１．２１　 问λ为何值时，齐次方程组

（１－λ）狓１－２狓２＋４狓３ ＝０，

２狓１＋（３－λ）狓２＋狓３ ＝０，

狓１＋狓２＋（１－λ）狓３ ＝

烅

烄

烆 ０

有非零解？

解

·７２·
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犇＝

１－λ －２ ４

２ ３－λ １

１ １ １－λ

＝

１－λ －３＋λ ４

２ １－λ １

１ ０ １－λ

＝ （１－λ）
３
＋（λ－３）－４（１－λ）－２（１－λ）（－３＋λ）

＝ （１－λ）
３
＋２（１－λ）

２
＋λ－３＝λ（λ－２）（３－λ），

齐次线性方程组有非零解，则犇＝０，所以λ＝０，λ＝２或λ＝３时齐次线性方程组有非零

解．

习题一

（犃组）

１．计算下列各排列的逆序数，并指出它们的奇偶性：

（１）４２１５６３；　　 （２）２１７９８６３５４；　　 （３）７６３２４１５８９；　　 （４）９８７６５４３２１．

２．在１，２，３，４，５，６，７，８，９组成的下列排列中，选择犻和犼，使得：

（１）３８犻４１７犼９５为奇排列；　　 （２）５１２犻７９４犼６为偶排列．

３．判断下列各乘积是否是四阶行列式的展开式中的项？若是，试确定该项所带的正

负号．

（１）犪１１犪２４犪３２；（２）犪１２犪２３犪３３犪４１；（３）犪１１犪２３犪３２犪４４；（４）犪３１犪２４犪１２犪４３．

４．设行列式犇＝

犪１１ 犪１２ 犪１３

犪２１ 犪２２ 犪２３

犪３１ 犪３２ 犪３３

＝３，犇１＝

犪１１ ５犪１１＋２犪１２ 犪１３

犪２１ ５犪２１＋２犪２２ 犪２３

犪３１ ５犪３１＋２犪３２ 犪３３

，则犇１的值为多

少？

５．求行列式

－３ ０ ４

５ ０ ３

２ －２ １

中元素２和－２的代数余子式．

６．已知四阶行列式犇中第三列元素依次为－１，２，０，１，它们的余子式依次分别为５，３，

－７，４，求犇＝？

７．用行列式的定义计算下列行列式：

·８２·
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（１）

０ 犫 ０ ０

犪 ０ 犮 ０

０ ０ 犱 犳

０ ０ 犲 ０

；　　　　　 （２）

０ ０ ０ … ０ １ ０

０ ０ ０ … ２ ０ ０

     

０ 狀－２ ０ … ０ ０ ０

狀－１ ０ ０ … ０ ０ ０

０ ０ ０ … ０ ０ 狀

．

８．计算下列行列式：

（１）

１ ２ －１

－４ ０ ８

１ １ ３

； （２）

犪 犫 犮

犫 犮 犪

犮 犪 犫

．

９．设犇＝

犪 １ ０

１ 犪 ０

４ ０ １

，试给出犇＞０的充分必要条件．

１０．求一个二次多项式犳（狓），使犳（１）＝０， 犳（２）＝３， 犳（－３）＝２８．

１１．证明奇数阶反对称行列式的值为零．

反对称行列式为下列形式

０ 犪１２ 犪１３ … 犪１狀

－犪１２ ０ 犪２３ … 犪２狀

－犪１３ －犪２３ ０ … 犪３狀

… … …  …

－犪１狀 －犪２狀 －犪３狀 … ０

，

其特点是元素犪犻犼 ＝－犪犼犻（犻≠犼），犪犻犻 ＝０（犻＝犼）．

１２．计算下列行列式：

（１）犇＝

３ １ －１ ２

－５ １ ３ －４

２ ０ １ －１

１ －５ ３ －３

；　　　（２）犇＝

１ ２ ３ ４

２ ３ ４ １

３ ４ １ ２

４ １ ２ ３

；

·９２·
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（３）犇＝

－犪犫 犪犮 犪犲

犫犱 －犮犱 犱犲

犫犳 犮犳 －犲犳

；（４）犇＝

犪 １ ０ ０

－１ 犫 １ ０

０ －１ 犮 １

０ ０ －１ 犱

；

（５）犇狀＋１ ＝

犪狀 （犪－１）
狀 … （犪－狀）

狀

犪狀－１ （犪－１）
狀－１ … （犪－狀）

狀－１

  

犪 犪－１ … 犪－狀

１ １ … １

；

（６）犇狀 ＝

１＋犪１ １ … １

１ １＋犪２ … １

  

１ １ … １＋犪狀

，其中犪１犪２…犪狀 ≠０．

１３．证明下列等式：

（１）

犪２ 犪犫 犫２

２犪 犪＋犫 ２犫

１ １ １

＝ （犪－犫）
３；

（２）

犪＋犫 犫＋犮 犮＋犪

狌＋狏 狏＋狑 狑＋狌

狓＋狔 狔＋狕 狕＋狓

＝２

犪 犫 犮

狌 狏 狑

狓 狔 狕

；

（３）

犪１＋１ 犪２ 犪３ … 犪狀

犪１ 犪２＋１ 犪３ … 犪狀

犪１ 犪２ 犪３＋１ … 犪狀

   

犪１ 犪２ 犪３ … 犪狀＋１

＝犪１＋犪２＋…＋犪狀＋１；

（４）

犪２ （犪＋１）
２ （犪＋２）

２ （犪＋３）
２

犫２ （犫＋１）
２ （犫＋２）

２ （犫＋３）
２

犮２ （犮＋１）
２ （犮＋２）

２ （犮＋３）
２

犱２ （犱＋１）
２ （犱＋２）

２ （犱＋３）
２

＝０．

１４．用克莱姆法则解下列方程组：
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（１）

２狓１－３狓２＋２狓３ ＝－３，

狓１＋４狓２－３狓３ ＝６，

３狓１－狓２－狓３ ＝１

烅

烄

烆 ；

（２）

狓１＋９狓２＋４狓３－３狓４ ＝－６，

５狓１－５狓２－３狓３＋２狓４ ＝１０，

１２狓１＋６狓２－狓３－狓４ ＝１２，

９狓１－２狓３＋狓４ ＝１２

烅

烄

烆 ；

（３）

狓１＋狓２＋狓３＋狓４ ＝１，

２狓１＋３狓２＋４狓３＋５狓４ ＝１，

４狓１＋９狓２＋１６狓３＋２５狓４ ＝１，

８狓１＋２７狓２＋６４狓３＋１２５狓４ ＝１

烅

烄

烆 ．

１５．有甲、乙、丙三种化肥，甲种化肥每千克含氮７０克，磷８克，钾２克；乙种化肥每千克

含氮６４克，磷１０克，钾０．６克；丙种化肥每千克含氮７０克，磷５克，钾１．４克．若把此三种化

肥混合，要求总重量２３千克且含磷１４９克，钾３０克，问三种化肥各需多少千克？（用克莱姆

法则求解）

１６．某工厂有３个车间，各车间互相提供产品，今年各车间出厂产量及对其他车间的消

耗如表１－１．表中第一列消耗系数０．１、０．２、０．５表示第一车间生产１万元的产品需分别消

耗第一、二、三车间０．１万元、０．２万元、０．５万元的产品，第二列、第三列类同，求今年各车间

的总产量．

表１－１

车 间
消 耗 系 数

车 间

１ ２ ３

出厂产量

（单位：万元）

总产量

（单位：万元）

１ ０．１ ０．２ ０．４５ ２２ 狓１

２ ０．２ ０．２ ０．３ ０ 狓２

３ ０．５ ０ ０．１２ ５５．６ 狓３

１７．问齐次线性方程组

犪狓１＋狓２＋狓３ ＝０，

２犪狓１＋狓２＋狓３ ＝０，

狓１＋犫狓２＋狓３ ＝

烅

烄

烆 ０

有非零解时，犪，犫必须满足什么条件？

·１３·
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１８．判定齐次线性方程组

狓１＋狓２＋２狓３＋３狓４ ＝０，

狓１＋２狓２＋３狓３－狓４ ＝０，

３狓１－狓２－狓３－２狓４ ＝０，

２狓１＋３狓２－狓３－狓４ ＝

烅

烄

烆 ０

是否仅有零解？

１９．设齐次线性方程组

犽狓１＋狓４ ＝０，

狓１＋２狓２－狓４ ＝０，

（犽＋２）狓１－狓２＋４狓４ ＝０，

２狓１＋狓２＋３狓３＋犽狓４ ＝

烅

烄

烆 ０

有非零解，问犽应满足什么条件？

（犅组）

１．求下列排列的逆序数：

（１）（狀－２）…２·１·（狀－１）狀（狀≥３）；

（２）１３５…（２狀－１）２４６…（２狀）．

２．用定义计算犇＝

０ ０ … ０ ０ … ０ λ１

０ ０ … ０ ０ … λ２ ０

   
…
 

０ ０ … ０ λ狀 … ０ ０

λ狀＋１ ０ … ０ ０ … ０ ０

０ λ狀＋２ … ０ ０ … ０ ０

  …    

０ ０ … λ２狀 ０ … ０ ０

．

３．设狀阶行列式犇狀 ＝

１ ３ ５ … ２狀－１

１ ２ ０ … ０

１ ０ ３ … ０

   

１ ０ ０ … 狀

，求第一行各元素的代数余子式之

和犃１１＋犃１２＋…＋犃１狀．
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４．设犳（狓）＝

狓 －１ ０ 狓

２ ２ ３ 狓

－７ １０ ４ ３

１ －７ １ 狓

，求犳（狓）中狓
２ 的系数．

５．四阶行列式

犪１ ０ ０ 犫１

０ 犪２ 犫２ ０

０ 犫３ 犪３ ０

犫４ ０ ０ 犪４

的值是多少？

６．设

犪１１ 犪１２ 犪１３

犪２１ 犪２２ 犪２３

犪３１ 犪３２ 犪３３

＝犱，求

３犪３１ ３犪３２ ３犪３３

２犪２１ ２犪２２ ２犪２３

－犪１１ －犪１２ －犪１３

的值．

７．计算行列式：

（１）

１ －１ １ 狓－１

１ －１ 狓＋１ －１

１ 狓－１ １ －１

狓＋１ －１ １ －１

；　　　（２）

１＋狓 １ １ １

１ １－狓 １ １

１ １ １＋狔 １

１ １ １ １－狔

；

（３）

１－犪 犪 ０ ０ ０

－１ １－犪 犪 ０ ０

０ －１ １－犪 犪 ０

０ ０ －１ １－犪 犪

０ ０ ０ －１ １－犪

．

８．不计算行列式的值，证明犇４ ＝

１ ２ ２ １

９ １ ３ ８

９ ９ ９ ０

８ ６ ４ ０

能被１８整除．

９．设犇＝

犪１ 犪２ 犪３ 犳

犫１ 犫２ 犫３ 犳

犮１ 犮２ 犮３ 犳

犱１ 犱２ 犱３ 犳

，求犃１１＋犃２１＋犃３１＋犃４１，其中犃犻１（犻＝１，２，３，４）为犇中

元素犪犻１ 的代数余子式．
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１０．已知犇＝

１ ２ ３ ４ ５

２ ２ ２ １ １

３ ２ １ ４ ６

１ １ １ ２ ２

４ ３ １ ５ ０

＝２７，

求：（１）犃４１＋犃４２＋犃４３；

（２）犃４４＋犃４５．其中犃４犼（犼＝１，２，３，４，５）是犇中第４行第犼列元素的代数余子式．

１１．证明狀阶行列式

犇狀 ＝

狓 －１ ０ … ０ ０

０ 狓 －１ … ０ ０

０ ０ 狓 … ０ ０

    

０ ０ ０ … 狓 －１

犪狀 犪狀－１ 犪狀－２ … 犪２ 狓＋犪１

＝狓
狀
＋犪１狓

狀－１
＋犪２狓

狀－２
＋…＋犪狀－１狓＋犪狀．

１２．证明行列式

犇狀 ＝

２ｃｏｓα １ ０ … ０ ０

１ ２ｃｏｓα １ … ０ ０

０ １ ２ｃｏｓα … ０ ０

    

０ ０ ０ … ２ｃｏｓα １

０ ０ ０ … １ ２ｃｏｓα

＝
ｓｉｎ（狀＋１）α
ｓｉｎα

．

１３．求通过三点犃（１，１，２），犅（３，－２，０），犆（０，５，－５）的平面方程．

习题一答案

（犃组）

１．（１）τ（４２１５６３）＝６，偶；

（２）τ（２１７９８６３５４）＝１８，偶；

（３）τ（７６３２４１５８９）＝１５，奇；

（４）τ（９８７６５４３２１）＝３６，偶．

２．（１）犻＝６，犼＝２；（２）犻＝３，犼＝８．
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３．（１）不是；（２）不是；

（３）是，（－１）τ
（１３２４）

＝ （－１）
１
＝－１；

（４）是，（－１）τ
（２４１３）

＝ （－１）
３
＝－１．

４．６．

５．犃３１ ＝０，犃３２ ＝２９．

６．－１５．

７．（１）犪犫犲犳；　　（２）（－１）
（狀－１）（狀－２）

２

狀！．

８．（１）３６；　　（２）（犪＋犫＋犮）（犪
２
＋犫

２
＋犮

２
－犪犫－犪犮－犫犮）．

９．犪＞１或犪＜－１．

１０．犳（狓）＝２狓
２
－３狓＋１．

１１．提示：犇＝ 犃 ＝ （－１）
狀 犃犜 ＝－ 犃 犇＝０．

１２．（１）４０；　（２）１６０；　（３）４犪犱犳犫犮犲；　（４）犪犫犮犱＋犪犫－犪犱＋犮犱＋１；

（５）提示：将犇狀＋１的第狀＋１行依次换到第１行，第狀行依次换到第２行，…；同时，将犇狀＋１

的第狀＋１列依次换到第１列，第狀列依次换到第２列，…，再由范德蒙德行列式可得犇狀＋１＝

狀！·（狀－１）！…２！＝ ∏
１≤犼＜犻≤狀＋１

（犻－犼）；（６）犪１犪２…犪狀（１＋∑
狀

犻＝１

１

犪犻
）．

１３．略

１４．（１）狓１ ＝
１

２
，狓２ ＝１，狓３ ＝－

１

２
；

（２）狓１ ＝１，狓２ ＝０，狓３ ＝－１，狓４ ＝１；

（３）狓１ ＝４，狓２ ＝－６，狓３ ＝４，狓４ ＝－１．

１５．３，５，１５．

１６．１００，７０，１２０．

１７．犪＝０或犫＝１．

１８．系数矩阵行列式为犇＝－１５３≠０，故仅有零解．

１９．提示：方程组的系数行列式为犇＝－３（５犽－５），如果齐次线性方程组有非零解，则犇

＝０，得到犽＝１．

（犅组）

１．（１）
（狀－２）（狀－３）

２
；（２）

狀（狀－１）

２
．

２．（－１）τ
［２狀·（２狀－１）…（狀＋１）·１·２…狀］

λ１λ２…λ２狀 ＝ （－１）
狀
２

＋
狀（狀－１）

２

λ１λ２…λ２狀．
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３．狀！１－∑
狀

犻＝２

１（ ）犻 ．

４．提示：犪１１犪４４
２ ３

１０ ４
＋犪１１犪２４

１０ ４

－７ １
＝１６狓

２，所以，狓２ 系数为１６．

５．（犪２犪３－犫２犫３）（犪１犪４－犫１犫４）．

６．６犱．

７．（１）提示：将各列加到第一列，提出公因式，再对角化，得－狓
４；（２）提示：把行列式按

第一列展开，再把展开后的行列式化成三角或二阶行列式，得狓２狔
２；（３）提示：先把行列式各

列加到第一列，再按第一列展开，得递推关系式犇５＝犇４－（－１）
５＋１犪５，得１－犪＋犪

２
－犪

３
＋

犪４－犪
５．

８．提示：利用行列式性质．

９．提示：（１）当ｆ＝０时，根据代数余子式定义，Ａｉ１＝０（ｉ＝１，２，３，４），所以Ａ１１＋Ａ２１＋

Ａ３１＋Ａ４１＝０；（２）当ｆ≠０时，由行列式的展开定理得ｆＡ１１＋ｆＡ２１＋ｆＡ３１＋ｆＡ４１＝０ｆ（Ａ１１＋

Ａ２１＋Ａ３１＋Ａ４１）＝０Ａ１１＋Ａ２１＋Ａ３１＋Ａ４１＝０．

１０．犃４１＋犃４２＋犃４３ ＝－９，犃４４＋犃４５ ＝１８．

１１．提示行列式按第一列展开得递推公式犇狀 ＝狓犇狀－１＋犪狀．

１２．提示：数学归纳法．

１３．提示：设平面方程犪狓＋犫狔＋犮狕＋犱＝０，将犃，犅，犆坐标代入该方程，并设狓，狔，狕是

平面上任意一点，得以犪，犫，犮，犱为未知量的四元齐次线性方程组，因犪，犫，犮，犱不全为零，即

方程组有非零解，即系数行列式为０，计算的平面方程为２９狓＋１６狔＋５狕－５５＝０．
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